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Capitulo 1

Introduccion a la Programacion
Matematica

La Programacién Matematica se enmarca dentro de la Teoria de la Optimizacién, que engloba
un conjunto de técnicas cuantitativas que tratan de determinar aquellas acciones que, cumplien-
do ciertas limitaciones (econémicas, técnicas...), maximizan o minimizan un determinado objetivo.
Asi, a grandes rasgos, la programacion matematica es la disciplina que aplica los métodos analiticos
apropiados para ayudar en la toma de decisiones. Utiliza resultados de muchas areas cientificas,
aunque su base fundamental se encuentra en la Matematica, la Economia y el Célculo de Proba-
bilidades y Estadistica.

Matematicamente, el problema consiste en determinar qué valores deben tomar ciertas variables,
llamadas variables de decision, dentro del conjunto de oportunidades, definido por las restricciones
que presenta el problema, de modo que se maximice o minimice una funcién dada, denominada
funcion objetivo.

Son diversos los escenarios de la realidad en los que nos encontramos con situaciones de este
tipo. Por ejemplo, se enfrentan a problemas de optimizacion:

= Un médico que desee conocer cuindo la concentracién de un medicamento en el sistema
circulatorio alcanza su punto algido.

= Una compania petrolera que desee conocer la tasa éptima de extracciéon de un pozo.

= Una administraciéon que desee conocer la localizacién mas adecuada de un determinado ntime-
ro de centros escolares u hospitalarios.

= Una organizacion que ha de disenar los turnos de sus trabajadores.

= Los gerentes de un centro comercial que han de determinar el niimero de cajas activas para
minimizar el tiempo de espera de los clientes en la cola.

= Los encargados de un almacén que han de conocer cudndo realizar los pedidos y de qué
cuantia.

= Un consumidor que desee conocer las cantidades a consumir de ciertos bienes que maximizan
su utilidad para un cierto presupuesto.

= En geometria, cuando se requiere minimizar la distancia.

= En econometria, para calcular estimadores por el método de minimos cuadrados, o por el de
maxima verosimilitud.

Originalmente, en el &mbito econémico, la Programacién Matematica se utilizaba como marco
formalizado del problema bésico de andlisis econémico, es decir, el estudio de cudl es la mejor
asignacion de recursos escasos entre usos alternativos. Estos problemas reales se remontan muy
atras en el tiempo. No obstante, resulta imposible analizar el origen histérico de la Programacién



Matematica aislada de la Investigacién Operativa. Es cierto que el fenémeno clave para el impulso
de la resolucién de problemas de optimizacién con restricciones deriva de los estudios matematicos
desarrollados en los siglos XVII, XVIII y XIX. A comienzos de este periodo, en 1665, destacan
los trabajos de Newton para determinar las raices de una ecuacién o el extremo de una funcién.
Sin embargo, Fermat, ya habia aplicado implicitamente la condicién necesaria de optimalidad sin
necesidad de utilizar el concepto de derivada o limite. Brook Taylor, discipulo de Newton, utilizé
las teorias de su maestro para aproximar funciones utilizando polinomios. Joseph-Luis Lagrange
(De Lagrange, 1788) presenté su método, como una herramienta para determinar los estados de
equilibrio de un sistema dindmico, pero que, en general, es vélido para encontrar los extremos de
una funcién en la que sus variables estan sujetas a restricciones de igualdad. Para problemas de
optimizacién con restricciones de desigualdad, fue Jean-Baptiste Joseph Fourier, quien se inspiré
en el método de eliminaciéon de Gauss para desarrollar un método de eliminacién de variables en
un sistema de inecuaciones lineales. En 1827, Antoine Augustin Cournot utilizé estos estudios para
conjeturar una condiciéon necesaria de optimalidad en ciertos casos particulares de la economia.
Finalmente, Mikahil Ostrogradski present6 en 1834 el método para el problema general.

Sin embargo, el interés por los problemas de optimizacién fue mas destacable con la llegada de
la Investigacion Operativa, durante la Segunda Guerra Mundial. Entre 1936 y 1938, el ministerio
del aire britanico instal6 una estacién de investigacién militar con el fin de desarrollar tecnologia de
radar para interceptar aviones de combate del enemigo. Anos mas tarde, dirigido por Patrick M.S.
Blackett, formaron un equipo de trabajo multidisciplinar formado por ingenieros, matematicos,
economistas, fisicos, etc. que permitié diseniar un sistema de localizacién estratégica de cargas de
profundidad que ayudé en la destruccion de los famosos submarinos alemanes. El éxito de este
primer grupo impulsé la creaciéon de nuevos equipos, dirigidos por cientificos de excelencia, con el
fin de resolver problemas tacticos y estratégicos. Asi, estos grupos dedicados, en origen, a estudiar
operaciones militares, dan nombre a la disciplina de Investigacién Operativa (Operations Research,
en inglés). Concluida la guerra, muchos de estos cientificos continuaron aplicando las técnicas
desarrolladas en trabajos para la industria, administraciéon y universidades, alcanzando un enorme
desarrollo fuera del 4mbito militar mediante el proyecto Research and Development (RAND) en
1945.

Finalmente, el término Programaciéon Matematica fue empleado por vez primera en el primer
RAND Symposium celebrado en 1959 en California, para denotar a un conjunto de técnicas ma-
tematicas empleadas en la resolucién de problemas de optimizacién, es decir, para determinar
el reparto a realizar de una serie de recursos escasos para alcanzar un objetivo. Estas técnicas
evolucionaron de la mano de dos pilares clave de la posguerra:

= Competitividad Industrial: Estos problemas se centraban en el disefio de planes de produc-
cion, desarrollando modelos y procedimientos que permitiesen obtener buenas soluciones. En
este sentido, se aplicé la Programacion Matematica en otros contextos como las refinerias de
petroleo, distribucién de productos, estudios de mercado, inversiéon de capital, etc.

= Velocidad de las computadoras: Este factor ha sido clave para el desarrollo de la Programacién
Matemaética, pues el desarrollo de los ordenadores permitié obtener soluciones en un menor
tiempo y empleando menos recursos. Es por ello que las computadoras de alta velocidad
han permitido la resolucién y simulacién de sistemas reales cada vez mas complejos. Aunque
algunos problemas practicos son lo bastante simples como para que un gestor pueda aplicar
su experiencia personal para resolverlos, en el complejo mundo actual muchos problemas no
pueden resolverse de esta manera. La evaluaciéon de cada alternativa es demasiado dificil,
debido a la cantidad y complejidad de la informaciéon que debe ser procesada o porque el
namero de soluciones alternativas es tan grande que seria inviable evaluarlas todas para
seleccionar una apropiada. Por ello, necesitamos de técnicas cuantitativas y, en ocasiones, de
paquetes informéaticos adecuados para su resolucién.

En los ultimos anos, el volumen creciente de informacién acumulada, ha llevado al estudio, ini-
cialmente, de su organizacion y almacenaje, para su posterior explotacién y uso. Ello ha permitido
el desarrollo acelerado de un nuevo concepto denominado Big Data. Las estrategias aplicadas en
este campo, surgen tras combinar técnicas de estadistica con la inteligencia artificial o Machine
Learning. Las herramientas desarrolladas en este ambito, tienen aplicacién en la economia, donde



cabe resaltar el Business Analytics. En general, para lidiar con un gran volumen de informacion,
esta nueva disciplina, estd subdividida en 3 grandes fases:

1. Descriptiva: Donde se utilizan técnicas estadisticas simples para describir el contenido de una
base de datos. En este estudio, se incluyen las medidas de tendencia central (media, moda,
mediana), de dispersién (desviacién estdndar), gréficos, métodos de ordenacién, métodos de
muestreo y distribuciones de frecuencia y probabilidad, entre otros, es decir, todo aquello
que nos proporcione una visién global sobre el comportamiento de los datos que estamos
manejando. Esta fase conlleva identificar posibles tendencias en los datos, asi como determinar
un criterio para identificar tales tendencias o deducir las posibles relaciones entre las variables
que trabajamos, asi como los valores que éstas alcanzan.

2. Predictiva: Aplicacién de herramientas de la estadistica avanzada, como modelos de regresién
multiple o ANOVA, usando informacién procedente de software o métodos de prediccién de
Investigacion Operativa para identificar variables predictivas y construir modelos con los que
identificar tendencias o relaciones que no se aprecian en el analisis descriptivo.

3. Prescriptiva: Aplicacién de teoria de la decisién y técnicas de Investigacion Operativa para
hacer un mejor uso de los recursos disponibles. Todo ello, con el fin de utilizar los recursos
de forma 6ptima para aprovecharse de las técnicas de prediccién y futuras oportunidades.

Asi, el Business Analytics funde la informacion procedente de informes, bases de datos o datos de
la nube. De esta forma, al proceder con la fase descriptiva, podemos dar respuesta a preguntas
como ;jqué ha pasado? ;qué conocemos? para asi poder encontrar oportunidades de negocio. A
continuacion, la fase predictiva nos permite conocer jqué esta ocurriendo, por qué y cuando ocu-
rrird? Esto nos permite predecir oportunidades futuras de las que una determinada empresa pueda
sacar ventaja o beneficio. Por iltimo, la fase prescriptiva responde a jcdémo se deberia afrontar el
problema?, es decir, localizar los recursos con los que sacar las ventajas en las ocasiones previstas
en la fase anterior. En esta ocasion, se pueden plantear distintos escenarios entre los que se ha
de seleccionar el proceso éptimo. Este estudio incrementa el valor y mejora, considerablemente, el
funcionamiento de muchos negocios.

1.1. Proceso de toma de decisiones

El proceso de aplicacion de métodos cuantitativos a la solucién de problemas reales requiere
una sucesion sistematica de etapas, resumida en la Figura 1.1.

Recopilacién Es viabl Puesta en
sviable L

— de datos — practica

Definicion del T o L Anédlisis de la

Modelizacién — Resolucién |— -

problema solucién

No es viable

Figura 1.1: Etapas de la aplicaciéon de un método cuantitativo.

Lo primero que hay que hacer es identificar, comprender y describir, en términos precisos, el
problema que tratamos de resolver. En algunos casos, el problema estd bien definido y es claro.
Sin embargo, en otras ocasiones, pueden ser necesarias sucesivas reuniones del grupo de personas
implicadas (gestores, técnicos...) para concretar los elementos principales del problema real: el
objetivo perseguido, las alternativas de decision y las posibles limitaciones que pueden darse. Hemos
de tener en cuenta que en esta etapa es importante una cooperacion estrecha entre el grupo de
técnicos o analistas, que son los conocedores de las herramientas matemadticas, y los gestores o
tomadores de decisiones, que son los que tienen experiencia y conocimiento practico del problema
real.



Posteriormente, se procede a construir un modelo, es decir, se trata de convertir una descripcién
cualitativa de un problema real en un conjunto de expresiones matematicas que conformen un
modelo que pueda resolverse con métodos cuantitativos. Esta etapa la podemos compaginar con
la busqueda de datos, algunos de los cuales pueden ser de facil acceso, mientras que para otros
puede ser necesario llevar a cabo estimaciones e incluso es posible que, por la ausencia de alguna
informacion necesaria, tengamos que recurrir a modificar el modelo inicial planteado.

En la elaboracién de un modelo de Programacién Matemaética, podemos distinguir dos puntos
clave:

i) Especificar los elementos que lo componen:

= Las variables de decision: representan conceptos que pueden tomar distintos valores
numéricos, dentro de ciertos limites, y que son controlados por el gestor. En definitiva,
son las incégnitas cuyos valores hemos de determinar para solucionar el problema de de-
cision. A partir de estas variables, se construyen los otros dos elementos que comentamos
a continuacion.

= La funcién objetivo: representa el propédsito del problema, en forma de funcién ma-
tematica que liga las variables de decision. Es la medida que permite ordenar los posibles
valores que pueden tomar las variables de decisién. En ocasiones, durante el proceso de
modelizacién se van incluyendo matices que ayudan a una mejor correspondencia entre
el objetivo, en términos matematicos, y los deseos del gestor.

= Las restricciones: representan las limitaciones o requisitos que han de cumplir las varia-
bles para que las decisiones sean aceptables. Formalmente se corresponde con expresiones
matematicas que dependen de las variables de decisién, y que definen la region factible o
conjunto de oportunidades del problema. Las restricciones pueden darse como desigual-
dad, para representar la idea de no alcanzar un valor determinado, por exceso (menor o
igual), por defecto (mayor o igual) y/o igualdad. En general, estas restricciones se deben
a la disponibilidad de los recursos empleados, limitaciones fisicas y/o econdmicas, pero
también pueden originarse por motivos legales o impuestas por alguna politica econdmica
determinada. Adicionalmente, pueden aparecer restricciones debidas al significado de
las variables (por ejemplo, si nuestras variables de decisién representan la distribucién
porcentual del presupuesto entre una serie de alternativas, su suma ha de ser uno); o
bien restricciones ldgicas sobre las variables (por ejemplo, la variable que representa el
ndmero de coches fabricados ha de tomar un valor entero).

En todo modelo es especialmente importante homogeneizar las unidades de medida para
poder operar con las variables. Ademas, no hay que confundir las variables de decisiéon con
las denominadas constantes y pardmetros. Las primeras hacen referencia a cantidades cuyo
valor permanece fijo en el modelo. Por ejemplo, la duracién maxima de la jornada laboral.
Los pardmetros, por su parte, son valores que permanecen fijos para cada particularidad de
un modelo. Sirven para analizar el comportamiento de un sistema en distintos escenarios que
se construyen modificando estos valores. Por ejemplo, en un sistema de produccién puede
resultar interesante analizar la respuesta del sistema ante distintos niveles de demanda. Hay
que mencionar que, lo que en un modelo se considera como constante, en otro puede ser un
parametro, con la excepcion de las constantes predefinidas, es decir, que su valor no varia
bajo ninguna circunstancia.

ii) Establecer un escenario: conjunto de suposiciones bajo las que es aplicable el modelo elabo-
rado al problema de decisién.

Una vez construido el modelo, procedemos a su resolucién. Para ello, es preciso conocer las
técnicas matematicas disponibles, de acuerdo con las caracteristicas de dicho modelo. Si éste res-
ponde a un tipo de problema estadndar, entonces nos podremos ayudar de un paquete de software
que lleve implementado un algoritmo apropiado de resolucién. En caso contrario, habrd que proce-
der a implementar un algoritmo especifico (“ad-hoc”) para la resolucién computacional del modelo.
Un aspecto importante en esta etapa, tras la resolucion, es analizar la sensibilidad de la solucién
encontrada cuando se modifica el valor de algin dato del modelo, sobre todo en el caso de que



dicho dato no se conozca con precisién. Se trata de estudiar si la solucién obtenida cambia sustan-
cialmente o no ante pequenas variaciones en algunos de los datos utilizados, detectando asi si hay
datos que ejerzan gran influencia en la solucién final.

Después de resolver el modelo matematico es extremadamente importante validar la solucién.
Esto implica analizar cuidadosamente la soluciéon para comprobar que no se nos ha olvidado in-
corporar ningin aspecto importante, o no se han cometido incongruencias serias, de manera que
los valores obtenidos tienen sentido, y que las decisiones resultantes pueden llevarse a cabo. En el
caso de que la solucion obtenida no sea aceptable, como indica la Figura 1.1, habria que reiniciar
el proceso de modelizacién, analizando si hay aspectos del problema que se han omitido o se han
incorporado de forma incorrecta, si hay errores en las estimaciones o registro de algunos datos....,
y realizar las modificaciones oportunas en el modelo.

La ultima etapa consiste en la puesta en practica de la soluciéon obtenida, lo que conlleva su
transformacién en instrucciones operativas para los equipos de gestiéon correspondientes. Aqui es
importante la supervisiéon y control, por si se produjeran cambios significativos en los supuestos
bajo los cuales se elaboré el modelo, y que puedan requerir revisarlo y/o modificarlo.

Lo habitual, antes de obtener un modelo aceptable, es realizar un buen niimero de compro-
baciones y correcciones. La ventaja de esto es que se van incorporando matices y aspectos del
problema que no se habian considerado previamente. Se trata de conseguir una buena abstraccién
o representacién simplificada de la realidad, pero siendo conscientes de que ningtin modelo es capaz
de representar todos los matices de una problemadtica econémica y/o empresarial, usualmente com-
pleja. Por esta razén, el arte de modelizar reside en disefiar un modelo operativo que sea, de forma
equilibrada, representativo de la realidad estudiada pero, a la vez, manejable matematicamente.
Es una habilidad que mejora con la practica, e incluye una combinacién de ingenio e innovacién.

En este texto nos centraremos en el desarrollo tedrico de las herramientas de Programacion
Matematica, mostrando su utilidad en diferentes contextos econémico-empresariales con ejemplos
ilustrativos. Aunque se trata, por tanto, de una parte del proceso que conlleva la resolucion de
todo problema real, es una fase importante, pues el conocimiento de las herramientas matemaéticas
y saber interpretar los resultados es imprescindible para su aplicabilidad.

En la resolucién de todo modelo de Programacion Matematica es importante discriminar la
clase o tipologia de modelo obtenido, pues las técnicas a aplicar van a depender de ello. Podemos
diferenciar distintos tipos de problemas atendiendo a diversos aspectos, entre los cuales resaltamos
los siguientes, que seran de aplicacién en el presente texto:

= Dependiendo de las restricciones, podemos encontrarnos con problemas de programacion
wrrestricta o libre, en los que no hay restricciones, problemas de programacion con restriccio-
nes de igualdad, en los que todas las restricciones vienen dadas por ecuaciones, y problemas de
programacion con restricciones de desigualdad, en los que las restricciones adoptan la forma
de inecuaciones.

= Dependiendo de las expresiones matematicas que definen la funcién objetivo y las funciones
restriccién podemos distinguir entre problemas de programacion no lineal, en los que al menos
aparece una funcién no lineal de las variables de decision, y problemas de programacion lineal,
en los que todas las funciones que intervienen son lineales.

= Dependiendo del caracter de las variables de decisiéon, podemos hablar de problemas de
programacion continua en los que las variables pueden tomar valores reales, y problemas de
programacion entera donde algunas o todas las variables han de tomar valores enteros. Un
caso particular de estos tltimos es el de los problemas de programacion binaria, en los que
hay variables que s6lo pueden tomar los valores 0 o 1.

= Dependiendo del nimero de funciones objetivo, podemos discriminar entre problemas de
programacion escalar, en los que hay una sola funcién objetivo y se utiliza el planteamien-
to tradicional, y problemas de programacion multiobjetivo, en los que hay varias funciones
objetivo en conflicto entre si que interesa analizar de una forma conjunta.

Antes de adentrarnos en las técnicas de resolucién para estos tipos de problemas, en los siguien-
tes epigrafes analizaremos los elementos basicos y algunos resultados tedricos que seran aplicables
a lo largo de todo del texto.



1.2. Conceptos basicos de Programacién Matematica

Muchos problemas econémicos y empresariales consisten en determinar una o varias magnitudes
para que otra, dependiente de esas primeras, alcance su valor éptimo, maximo o minimo. Por tanto,
se pueden formular bajo un modelo de optimizacién.

Si el problema en cuestién es independiente del tiempo, se denomina de optimizacién estatica;
en el caso en que la variable tiempo aparezca como tal, y la situaciéon en un instante del tiempo
depende de nuestras decisiones en instantes anteriores, el problema se denomina de optimizacién
dindmica. En consecuencia, podemos introducir la siguiente definicién:

Definicién 1.1: Problema de optimizacién estatica

Definimos como problema de optimizacién estatica el “criterio racional de la distribucién o
asignacion de recursos escasos entre fines competitivos en un instante de tiempo determi-
nado”.

1.2.1. Planteamiento formal del problema de Programacién Matematica

Un problema de optimizacion estatica, que denominaremos a partir de ahora de Programacién
Matemética (PM), toma la siguiente forma en términos matematicos:

o Opt  f(x)

sa g(x)<b,

donde se pueden identificar las siguientes componentes:

a) La funcién objetivo, f : D C R" — R, que no es mds que una descripcién matemdti-
ca del objetivo final del problema planteado. Normalmente la supondremos continuamente
diferenciable en una parte de su dominio, D C R”.

b) Las variables de decisién, x = (x1, 22, ...,2,) € R™, que es un vector n-dimensional cuyas
componentes deberemos determinar, dentro de las posibilidades existentes, para que el valor
de la funcién objetivo en las mismas alcance su valor éptimo (méximo o minimo). Los valores
que tomen x;, (i = 1,2,...,n) representan las cantidades de los bienes que utilizaremos en
nuestro proceso productivo, o en nuestro consumo, o, como veremos en capitulos posteriores,
otras acciones a realizar.

¢) El conjunto de oportunidades, X = {x € D / g(x) < b}, que es el subconjunto de
R"™ dentro del que podemos elegir el valor de nuestras variables de decisién. Este conjunto,
inicialmente, estara formado por los puntos de D que satisfacen las restricciones del problema.
Supondremos, ademas, que la funcién objetivo estd bien definida en este conjunto. De esta
forma, resulta que las variables de decisién sélo pueden tomar valores en el conjunto de
oportunidades y a sus puntos los llamaremos admisibles o factibles.

d) Las funciones de restriccién, g : D C R® — R™, que consiste en una funcién vectorial
que recoge aquellas magnitudes para las cuales hay una cierta disponibilidad.

e) Los términos independientes o recursos, b € R™. Cada expresién g;(x) < b; determina
una limitacién sobre las variables de decisién.

Dada la gran importancia que tendran el conjunto de oportunidades y la funcién objetivo en los
problemas de Programaciéon Matematica, vamos a detenernos, en los siguientes parrafos, en algunas
consideraciones sobre los mismos. Con el fin de asegurar la existencia de 6ptimos globales de un
problema, éste ha de cumplir una serie de condiciones. En primer lugar, la funcién objetivo ha de
ser continua, al menos, en el conjunto de oportunidades del problema, lo que se cumple en la gran
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mayoria de problemas econémicos. Respecto al conjunto de oportunidades, un punto pertenece al
mismo, x € X, si verifica todas y cada una de las restricciones del problema. Asimismo, X ha de
cumplir las siguientes condiciones:

= ha de ser acotado, es decir, las variables de decisién no pueden tomar valores arbitraria-
mente grandes. En general, esto no serd una preocupacién en la practica, porque es muy
habitual en los problemas econémicos. De manera genérica, en Economia, resulta muy raro
que las variables de decisién tomen valores ilimitados, y como consecuencia, que el conjunto
de oportunidades no esté acotado.

= ha de ser cerrado, que se verificard siempre que las desigualdades de todas las restricciones
incluyan la igualdad, es decir, que las restricciones sean de la forma =, <, >. Lo usual en los
problemas econémicos y empresariales serd que el conjunto de oportunidades sea cerrado, ya
que lo contrario puede suponer, a veces, que el problema carezca de solucion.

= ha de ser no vacio, es decir, al menos contener un elemento. Comprobar esta condicién
puede suponer una cierta complejidad en algunos problemas, en los que puede ser complicado
encontrar un punto factible. Esto puede ser resuelto, bien mediante su representacion gréfica
cuando sea posible, o con la ayuda computacional en la resolucién del problema.

Otros aspectos a tener en cuenta en Programacién Matemadtica se refieren a la convexidad del
conjunto de oportunidades y a la convexidad o concavidad de las funciones. Ambos conceptos
nos permitirdn asegurar, si se cumplen una serie de condiciones que veremos mds adelante, la
globalidad de todo éptimo local. De todas formas, ambas definiciones estan a disposicion del lector
en el Anexo.

Si, como sucede en algunas funciones utilizadas en Economia, la funciéon objetivo estd definida
en todo R™, resulta que el conjunto de oportunidades, X, estard definido unicamente por las
restricciones del problema. Cada una de dichas restricciones define un conjunto de valores de las
variables, de tal manera que si existe mas de una restriccion, los valores posibles de las variables
deben satisfacer todas ellas. Desde el punto de vista formal, podriamos plantearnos la relacién entre
el conjunto donde la funcién objetivo estd definida (su dominio, D) y el conjunto marcado por las
restricciones de nuestro problema, es decir por el conjunto de oportunidades, X. Supondremos, en
general que X C D y de esta forma X = DN X. En el caso que esto no ocurra, deberemos analizar
detenidamente la definicion de nuestro problema, pues pueden existir algunas incorrecciones.

Vamos a ver a continuaciéon un ejemplo de un conjunto de oportunidades, aunque de momento
no tiene una formulacién econémica:

Ejemplo 1.1: Conjunto de oportunidades

Sean x1 y x2 las variables de decisién de un problema de Programaciéon Matematica, donde
sus restricciones son:

i+ 22 <9 (R1)
1 — T2 S 0 (R3)

Analice el conjunto de oportunidades y represéntelo.
Solucién

Antes de representarlo de manera grafica, podemos deducir que se trata de un conjunto
de oportunidades cerrado (todas las restricciones contienen la igualdad) y no vacio (tiene
elementos en su interior). En cuanto a la condicién de acotado, en la Figura 1.2, se puede
apreciar que no se va al infinito. Asimismo, se trata de un conjunto de oportunidades
CONVEXO.
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(R3),

Figura 1.2: Conjunto de oportunidades del problema.

En definitiva, el conjunto de oportunidades de la figura previa cumple todas las condiciones
para determinar la existencia de éptimos y la globalidad de todo 6ptimo local. Sin embargo,
cabe recordar que estas conclusiones tendran lugar siempre que la funcién objetivo también
cumpla una serie de condiciones previamente comentadas.

En algunos casos nos interesard solamente la regién del conjunto de oportunidades comprendida
en uno de los cuadrantes, en particular, en el primero, ya que es muy frecuente que las variables
no puedan tomar valores negativos. Esto viene explicitado por unas restricciones que actuan direc-
tamente sobre las variables de decision y son de la forma:

1 >0x9>0...2, >0.

Tal y como se ha comentado previamente, cuando el conjunto de oportunidades no sea cerrado,
el problema puede carecer de soluciéon. Veamos, a continuacién, un ejemplo sencillo de este caso:

Ejemplo 1.2: Conjunto de oportunidades abierto o cerrado

Supongamos el problema de Programacién Matematica:

Mazx f(z)==

sa 0<z<1l (RI1;R2).
Analice si tiene solucién y represente el conjunto de oportunidades.
Solucién

Dado que X = {x € R/0 < z < 1} es abierto, es ficil comprobar que el problema carece
de solucién (véase la Figura 1.3).

Si, por el contrario, el conjunto definido por la restriccién fuese cerrado:
X={zeR/0<z <1},

(bastarfa en realidad con que x = 1 perteneciera al conjunto), el punto x = 1 serfa la solucién
del problema propuesto.
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Figura 1.3: Conjunto de oportunidades abierto.

1.2.2. Concepto general de 6ptimo. Condiciones suficientes. Teorema
local global

A lo largo de este subepigrafe, presentaremos el concepto de 6ptimo, méximo o minimo, de
nuestro problema de PM, asi como algunos resultados especialmente relevantes para poder asegurar
tanto si nuestro problema posee solucién como la calidad de la misma.

Decimos que un cierto valor de la variable de decisién, x*, resuelve el problema (PM) cuando,
siendo admisible, (x* € X)), optimice (maximice o minimice) la funcién objetivo, f, del problema.
Vamos a definir, en primer lugar, los distintos tipos de 6ptimos de los problemas de PM. Lo haremos
para el caso concreto de maximo, aunque se pueden definir estos conceptos para minimo de forma
andloga.

Definicion 1.2: Maximo local

Un punto x* es maximo local del problema general de Programacién Matematica si es
admisible (es decir, cumple todas las restricciones del problema) y el valor de la funcién
objetivo en dicho punto es mayor o igual al valor alcanzado en todos los puntos admisibles
de su entorno, es decir, los puntos proximos a él. Formulado matematicamente seria como
sigue:

x*e X

Vx e Ex")NX, f(x*) > f(x).

Definicién 1.3: Maximo global

Un punto x* es maximo global del problema PM si es admisible y el valor de la funcién
objetivo, f, en dicho punto es mayor o igual al valor alcanzado en todos los puntos admisibles
del conjunto de oportunidades, X. Matema&ticamente, se puede expresar de la siguiente
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forma:

x*e X

Vx € X, f(x*) = f(x).

Si, en las definiciones anteriores, sustituimos la desigualdad débil por la estricta, a los maximos

los denominaremos estrictos.

A continuacién, vamos a ver un ejemplo grafico de los tipos de éptimos definidos previamente.

Como se puede apreciar en la Figura 1.4, f es la funcién objetivo que deseamos optimizar y
el conjunto de oportunidades es el definido por el intervalo [z1, z]. Ayudédndonos de la grifica, se

pueden identificar seis 6ptimos.

f(x2)

f(we)

D

-2

f(xs)

Figura 1.4: Optimos locales y globales.

Concretamente, nos encontramos ante:

= Tres minimos (en rojo), 1, 3, =5, donde los valores de la funcién, f(x1), f(x3) v f(zs),
alcanzan el menor valor de todos los puntos admisibles del entorno. Ahora bien, cabe resaltar
que entre los tres minimos, el valor de la funcién f en el punto x5 es el menor valor en todo
el conjunto de oportunidades, por lo que estamos ante un minimo global (que a su vez es
local), mientras que los puntos z; y x3 son, solamente, minimos locales. Recordemos que un
optimo global siempre es local, mientras que la inversa no tiene por qué ocurrir.

= Tres méximos (en verde),

X9, T4, Tg, donde los valores de la funcién, f(z2), f(x4) v f(x6),

alcanzan el mayor valor de todos los puntos admisibles del entorno. En este caso, se puede
apreciar que x4 y o¢ son maximos locales, mientras que x5 es un méximo global (y a su vez

local).

En general, un problema de optimizacién no tiene por qué tener solucién; sin embargo, existe
un teorema que establece las condiciones suficientes para poder afirmar si un problema dado la

posee:
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Teorema 1.1: Teorema de Welerstrass

Dado un problema de Programacién Matematica, si el conjunto de oportunidades, X, es
compacto (cerrado y acotado) y no vacio, y la funcién objetivo, f, es continua en X, entonces
dicho problema posee un maximo global y un minimo global.

Es importante resaltar el hecho de que el teorema de Weierstrass da una condicién suficiente, no
necesaria, para la existencia de 6ptimo de un problema dado; ello nos va a permitir, para aquellos
problemas que verifican las hipétesis de dicho teorema, tener certeza de que poseen valores 6ptimos
globales. Ahora bien, si para el problema no se verifica alguna de las hipétesis, entonces no podemos
asegurar que la funcién carezca de puntos 6ptimos, pudiendo ocurrir que los posea o no. Existen
muchos ejemplos tanto en un sentido como en otro.

Ejemplo 1.3: ()ptimos globales mediante el teorema de Weierstrass

Mediante el teorema de Weierstrass, analice la existencia de 6ptimos globales del siguiente
problema:

Opt =z
sa 0O0<x<1.

Solucién

En este problema se cumplen todas las condiciones, salvo que dicho conjunto no es cerrado,
y en consecuencia no es posible aplicar el teorema. Es facil comprobar que si existe maximo
global en x = 1, y en cambio no existe minimo global, pues se alcanzaria en x = 0, pero

éste no es factible.

Otro problema que muestra otra faceta es:
Min  f(z) = 22
s.a x> 0.

En este caso, el conjunto de oportunidades no es compacto, por no ser acotado y, sin
embargo, el problema posee un minimo global en z* = 0.

Un segundo teorema fundamental en Programaciéon Matematica es el teorema local global,
éste va a darnos las condiciones suficientes para que un 6ptimo local sea global (obsérvese que lo
contrario siempre es cierto).

Teorema 1.2: Teorema local global

Sea el problema general de Programacion Matematica:

Opt  f(x)

s.a xe€X,

con f continua en X, siendo éste convexo. Entonces, si f es concava en X, todo maximo
local es global; analogamente, si f es convexa en dicho conjunto, todo minimo local es global.

Demostracién
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Realicemos la demostracién para f céncava; demostraremos entonces que si x* es maximo
local del problema, se va a verificar:

fx) = f(x), vxeX,
es decir, x* es también maximo global.

Sea cualquier punto factible x € X. Dado que X es convexo, podemos encontrar un \
positivo, lo suficientemente pequeno tal que:

(1= XN)x"+ X x € BE(x"),
donde E(x*) es un entorno de x*. Como x* es un méximo local del problema,
F) = F((1 = Nx* +2x),
y al ser f céncava en X:

FIA=XN)x"+Ax) > (1 =N f(x*)+ Af(x), VzelX,

luego,
f) =2 (1= fx) + Af(x),
es decir,
Af(x") > Mf(x),
y como A > 0:

fx*) > f(x) vxeX,

como tratabamos de demostrar.

De manera anéloga, se podria realizar la demostracion para f convexa, la cual se deja para
el lector.

El resultado del siguiente teorema es altamente intuitivo:

Teorema 1.3: Concavidad estricta

Si f es estrictamente céncava sobre X convexo y si existe un maximo global del problema,
éste es unico.

Demostracién

Supongamos, por el contrario, que con las hipdtesis del teorema, x; y Xo son maximos
globales; ello implicaria que:

fxa) = f(x2).

Ahora bien, como X es convexo:
x*=Ax+(1-N)xz 0< A<,

es un punto de dicho conjunto X.
Calculemos:

FT) = fOxa 4+ (1= A)x2) > Af(xa) + (1 = M) f(x2),

pues f es estrictamente céncava. Ahora bien, al ser f(x1) = f(x2), lo anterior es equivalente
a:

fXT) > f(x1) = f(x2),

16



lo cual implicaria que en x; y x2 no habria maximos globales, lo que contradice la hipotesis
de partida.

La importancia de estos resultados en el ambito de la economia y la empresa es muy resaltable,
pues en general sélo tienen interés los 6ptimos globales. De hecho, los teoremas de Weierstrass y

local global serdn de una gran importancia a lo largo de toda la Programacién Matematica.

Por tltimo, con el fin de ir familiarizandonos con problemas de enunciado econémico y empre-
sarial y problemas de varias variables de decision, formulamos el siguiente ejemplo, con s6lo dos
variables de decisién, con el fin de poder representarlo graficamente. Con él mostraremos, también,
ciertas propiedades graficas en el epigrafe posterior. De momento, sélo veremos cémo aplicar los

teoremas previos desde un punto de vista analitico.

Ejemplo 1.4: Ejemplo con enunciado econémico

Una empresa produce dos tipos de bienes A y B, cuyas demandas, que serén las cantidades
producidas, vienen expresadas en funcién del precio del producto:

« Dy =300—0,175 Py,
« Dp =325—0,15 Pg.

Para la produccion de dichos bienes, la empresa utiliza dos materias primas cuyos consumos
por unidad producida de cada uno de los dos tipos de bienes, asi como su disponibilidad,
en toneladas, vienen dadas en la siguiente tabla:

Bien A | Bien B | Disponibilidad

Materia prima 1 10 20 2000

Materia prima 2 20 10 2500

a) Formalice el problema que maximiza los ingresos de la empresa, determinando tanto
los precios de cada producto, como las cantidades producidas de los mismos, sabiendo
que, por las caracteristicas del mercado, el precio unitario del bien A no puede superar
los 1.500 €, y el del bien B los 2.000 €.

b) ;Se puede afirmar que existe solucién de este problema?
c¢) ;Se puede afirmar para este problema que todo éptimo local es global?
Solucién

a) Este problema, aparentemente, posee cuatro variables de decisién que son los precios
de venta (en €) de cada bien, P4 y Pp, as{ como las cantidades producidas. Pero, como
las cantidades producidas estan expresadas en funcién del precio, podemos reducir la
dimensién de nuestro problema de cuatro a dos variables de decisién. Asi pues, los in-
gresos de la empresa se obtienen multiplicando las demandas por los correspondientes
precios:

I(Ps,Pg)=P4s-Da+ Pp-Dp=
Py (300 — 0,175 P4) + Pp (325 — 0,15 Pg)

Por otro lado, las restricciones de la empresa vendran determinadas por el uso y la
disponibilidad de las 2 materias primas:

Materia prima 1: 10 D4 + 20 D < 2000,
Materia prima 2: 20 Dy + 10 Dp < 2500,
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b)

que, expresadas en funcién de nuestras tinicas dos variables de decisién, quedan como:

Materia prima 1: 10 (300 — 0,175 P4) + 20 (325 — 0,15 Pg) < 2000,
Materia prima 2: 20 (300 — 0,175 P4) 4 10 (325 — 0,15 Pg) < 2500.

Desarrollando los productos y agrupando términos, quedaria:

Materia prima 1: 1,75 P4 + 3 Pp > 7500,
Materia prima 2: 3,5 P4 + 1,5 Pg > 6750.

Ademas, tendremos las restricciones de no negatividad de los precios y la cota superior

marcada sobre ellos por condiciones del mercado. En definitiva, el problema queda
modelizado de la forma:

Maz I(Pa, Pg) = P4(300 — 0,175P4) + Pp(325 — 0,15Pp)
s.a  1,75P4 +3Pg > 7500

3,5P4 + 1,5P5 > 6750

P4 < 1500

Pp <2000

PAaPBZO~

En cuanto a la existencia de solucién, vamos a analizar si se cumplen las condiciones
del teorema de Weierstrass:

1. Estamos ante una funcién, f, polinémica y que, por tanto, es continua.

2. Asimismo, se trata de un conjunto de oportunidades cerrado, ya que todas las
restricciones contienen la igualdad, lo que implica que los puntos de la frontera
del conjunto de oportunidades son puntos admisibles del problema.

La condicién de acotado, a veces, es mas complicada de determinar, y en muchos
casos, es su representacion grafica la que nos lo aclara. Sin embargo, en este
problema, como en muchos problemas econémicos y empresariales, sus propias
caracteristicas nos marcan esta acotacion, pues no podemos elegir valores infinitos
en nuestras variables de decisién. En este caso, nuestras variables de decisién son
los precios de los bienes, que se encuentran acotados entre el valor 0 y el valor
1.500 6 2.000 como valores superiores. En consecuencia, nuestro conjunto de
oportunidades estd acotado.

Para la condicién de conjunto de oportunidades no vacio, basta encontrar un
punto que cumpla todas las restricciones, o bien, es lo més sencillo, ayudarse de
la grafica que veremos en la préxima subseccién.

En resumen, dado que podemos verificar todas las condiciones del teorema de Weiers-
trass, podemos asegurar la existencia de un maximo global del problema.

En lo que se refiere al teorema local global, vamos, en primer lugar, a estudiar la
convexidad del conjunto de oportunidades, que estd formado por la interseccion de 6
semiespacios (todas las restricciones son lineales). Por tanto, se trata de un conjunto,
X, convexo.
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Debemos estudiar ahora la convexidad o concavidad de la funcién objetivo. Calcula-
mos, en primer lugar, las parciales de I:

OI(Py, Pp) OI(Py, Pg)
—_— = — Py, ——————2=2325-0,3Pg.
oPa 300 — 0,35P4; oPg 325 — 0,3Pp
La matriz hessiana seria:
—-0,35 0
HI(Py, Pp) =
0 -0,3

Dado que se trata de una matrix diagonal, con los valores de los elementos de la
diagonal principal estrictamente negativos, la forma cuadratica asociada a la misma
es definida negativa, y por tanto, la funciéon objetivo es estrictamente concava. En
conclusidn, el teorema local global se cumple para méximo, y por tanto, todo maximo
local del problema es global.

Por ultimo queremos dejar patente cémo interpretar, en capitulos posteriores, estos teoremas.
El teorema de Weierstrass sélo nos aseguraria la existencia de éptimos, pero no nos dice dénde se
encontrarian estos, por lo que deberemos usar procedimientos analiticos o computacionales para
determinar los éptimos. El teorema local global, si se verifica, por ejemplo, para un problema de
maximo, nos asegura que todos los maximos que encontremos por los procedimientos analiticos o
computacionales, seran maximos globales, mientras que si no se cumple el teorema, tendremos que
discriminar entre los maximos encontrados si estos son solamente locales, o si alguno de ellos es
global.

1.2.3. Clasificacion de los problemas de Programacion Matematica

Dentro de la estructura general del problema de Programacion Matemaética, es conveniente
clasificar problemas en funcién de las caracteristicas de la funcién objetivo y del conjunto de
oportunidades, con el fin de buscar los métodos més apropiados para su resolucién.

Si consideramos una unica funcién objetivo, distinguimos inicialmente entre programacién no
lineal (PNL) y Programacién Lineal (PL).

Definicion 1.4: Programacién no lineal

Un problema de programacion no lineal se caracteriza por ser un problema de Programacién
Matematica donde al menos una de las funciones que intervienen, bien la funcién objetivo
o alguna de las funciones de restriccion, es no lineal. De esta forma, el problema general de
programacion no lineal puede ser escrito como:

Opt f(xl)an"'axn)

s.a  g1(x1,29,...,2,) < b
QQ(Z‘l,LCQ,...,l‘n) Sbg
gm(mlax23~-~7$n) Sbma

donde o bien la funcién objetivo, f, o alguna de las funciones de restriccién, g; es no lineal.
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Adema&s supondremos que tanto la funcién objetivo, f, como las funciones restriccién, g;,
son continuamente diferenciables, con el fin de poder desarrollar los métodos apropiados
para su resolucion.

En contraposicién a los problemas no lineales se encuentran los problemas lineales, donde todas
las funciones que intervienen en el mismo deben ser lineales.

Definicién 1.5: Programacion lineal

Un problema de programacion lineal, es aquel en el que tanto la funciéon objetivo como las
restricciones de desigualdad son lineales; de esta forma, el problema general de programacién
lineal es:

Opt c1x1 + coma + -+ + Cpp
s.a  a11%1 + a®e + -+ ap®, < by

21T + G20T2 + -+ - + a2p Ty < by

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AmnTn S bm

L1,X2,---,Tn 207

Podemos observar que en el problema lineal hemos anadido, ademaés, restricciones de no negati-
vidad de las variables de decisién, que es lo més usual en la formulacién tradicional de este tipo de
problemas, pero no es condicion obligatoria, ni restrictiva que las mismas aparezcan. Puede ocurrir
que, en algunos casos, estén permitidos valores negativos de las mismas, cuya resolucién en un
problema concreto veremos en el siguiente tema. Asimismo, dichas condiciones de no negatividad
pueden aparecer también en los problemas no lineales, pero en dicho caso estarian consideradas co-
mo parte del bloque de restricciones. Esta diferencia en el tratamiento del problema viene motivado
por el propio procedimiento de resolucién.

Por otro lado, tanto en programacién lineal como en no lineal hemos definido las restricciones
con la desigualdad en el mismo sentido con el fin de hacer mas homogénea la formulacién; esto no
es restrictivo en modo alguno, ya que en el caso de que para algtun j:

multiplicando por - 1 tendriamos:
—g;(x) < —b;.

Adems4s, en el caso en que para algin r:
gr(x) =b,,

es decir, si tuviésemos una o mas restricciones de igualdad, se podria sustituir cada una de ellas
por dos desigualdades de la forma:

gr(x) 2 br g _gr(x) S _br

Por tanto, en las formulaciones anteriores, tanto el sentido de las desigualdades como la inclusién
o no de las condiciones de no negatividad de las variables de decisiéon no son restrictivas. Ademas,
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no sera necesario realizar estas transformaciones cuando deseemos resolver el problema con la
ayuda de un programa de ordenador, pues éste incorporard internamente los cambios necesarios,
si hubiera que realizarlos.

A pesar de haber clasificado los problemas de Programacion Matematica en sélo dos tipos,
esto no es exhaustivo. A continuaciéon comentaremos ciertas variantes que modificaran, en algunos
casos sustancialmente, los procedimientos de resolucién, asi como el anélisis de los resultados que
obtengamos. Estos comentarios los introducimos en el orden en que posteriormente seran abordados
a lo largo del texto.

Los dos primeros casos particulares surgen dentro de los problemas no lineales. El primero
de ellos esta marcado por la ausencia de restricciones, y serd denominado problema no lineal sin
restricciones o irrestricto, que queda formulado como

Optimizar f(xq1,x2,...,Ty).

El segundo caso corresponde con aquellos problemas en los que todas las restricciones son de
igualdad:

Opt f(x1,22,...,2,)

s.a  gi(x1,x9,...,2,) = b1
g2(x1,22,..., %) = bo
gm(xlv‘r%"'vxn) :bm

Estos dos tipos de formulaciones suelen ser denominados como problemas de Programacion
Cldasica, debido a que se estudiaron en los siglos XVIII y XIX, mientras que el problema general
data de mediados del siglo XX. La resolucién de los problemas no lineales, junto con los dos casos
particulares expuestos, sera objetivo de estudio del siguiente capitulo.

Otra caracteristica especial que pueden tener tanto los problemas lineales como no lineales,
son consideraciones sobre nuestras variables de decision. En concreto, es frecuente exigir que la
solucion éptima de nuestro problema sean valores enteros para todas o algunas de las componentes,
caracteristica muy deseable en muchos problemas econdmicos y empresariales. Se dice en este caso
que se trata de un problema con variable entera, lo que, como veremos en el capitulo 4, afecta
levemente a su modelizacién, pero de manera muy importante al proceso de resolucion.

Una variante del problema anterior, desarrollada también en el capitulo 4, corresponde a pro-
blemas donde algunas de las variables sean variables binarias, es decir, variables enteras, pero que
s6lo pueden tomar los valores 0 o 1. Son los conocidos como problemas con wvariable binaria vy,
en este caso, afecta especialmente a la modelizacién, pues nos permite expresar matematicamente
acciones a realizar, o no, dentro del mismo.

Finalmente, consideraremos problemas en los que hay mas de una funcién a optimizar, es decir,
deseamos optimizar un vector de funciones objetivo. Su estudio corresponde a la programacion
multiobjetivo, desarrollada en el capitulo 5.

1.3. Nota geométrica sobre problemas de optimizacion
En la practica seran escasas las ocasiones en las que los problemas de Programacién Matemética

podrén resolverse geométricamente. De todas formas, con el fin de plasmar graficamente muchos de
los conceptos que desarrollaremos, asi como de poder generalizar ideas hacia problemas en espacios
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de méas dimensiones, a partir de dichas gréaficas, vamos a ampliar este capitulo dando una visién
general, desde el punto de vista geométrico, de los problemas de Programacion Matematica.

Dado que el problema de optimizar funciones de una variable, asi como los elementos que
intervienen en ellos, ya son conocidos, vamos a referirnos al caso de dos dimensiones:

Opt  f(x1,22)

s.a  (x1,12) € X.

Una funcién de dos variables, seria representable en un espacio de tres dimensiones, dos para las
variables de decisién x1 y x2 y una tercera dimensién para el valor de la funcién objetivo en los
valores de dichas variables de decisién f(z1,z2), como puede verse en la Figura 1.5.

Adem3s, también puede representarse en el plano mediante las curvas de nivel. Recordemos que
una curva de nivel, de la funcién objetivo, es la proyeccién en el plano O X1 X5 del lugar geométrico
de los puntos del plano para los que la funcién objetivo toma un valor constante, conocido como
nivel. En la Figura 1.5 mostramos cémo pueden obtenerse dichas curvas de nivel: hemos trazado
planos paralelos a OX1X5 a alturas ¢;(i = 1,2) y, légicamente, la interseccién de la grafica de
la funcién con el plano X3 = ¢; da, en el caso de la figura, una circunferencia que, proyectada
en OX;Xs, puede ser denominada c¢;, ya que todos sus puntos tienen la particularidad de estar a
la misma altura (¢;) del plano OX;Xs. Por tanto, todos los puntos que se proyectan en el plano
son tales que el valor de la funcién en dichos puntos es constante e igual a ¢;. Ademads, a medi-
da que modificamos ¢; (cortamos por otros planos paralelos), obtenemos, tras la correspondiente
proyeccién, un conjunto de curvas de nivel al que denominamos mapa de curvas de nivel.

Figura 1.5: Curvas de nivel

Ejemplos de tales mapas son frecuentes en otros ambitos como los geograficos, cuyas curvas de
nivel nos representan altitudes, en meteorologia donde nos representan distintas capas de presion,
lluvias, nubes, etc.

Si el mapa de curvas de nivel lo combinamos con la representacién del conjunto de oportuni-
dades de nuestro problema de Programacién Matematica, podremos obtener un buen niimero de
conclusiones. Supongamos un problema planteado graficamente en la Figura 1.6:
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Figura 1.6: Problema grafico

en la que hemos representado las curvas de nivel de la funcién objetivo f, donde ¢; < ¢3 < ¢3 < ¢4,
asi como el conjunto de oportunidades X. Se trata de encontrar un punto (z7,23) € X que maximice
f(z1,z2). Obsérvese que, dado que por cualquier punto de X pasa una curva de nivel, hemos de
buscar una curva c¢; tal que, pasando por X, no exista otra c; que también contenga puntos de
X y ¢ > ¢;j. Obsérvese que esta curva de nivel es ¢z y el punto que maximiza f es (z},z3). En
definitiva, desde el punto de vista geométrico, si buscamos el maximo de una funcién restringida
al conjunto de puntos admisibles X, éste va a ser el correspondiente al mayor valor de la funcién
objetivo en dicho conjunto, y puede observarse como el ultimo punto de contacto de las curvas de
nivel si las analizamos en sentido creciente de su valor.

Para determinar cudl es el sentido creciente de las curvas de nivel, podemos utilizar dos proce-
dimientos diferentes. El primero consiste en representar dos de dichas curvas de nivel, supongamos
que son los niveles ¢ y co, y si ¢; < ¢, podemos concluir que la direccién de desplazamiento de
la curva de nivel ¢; hacia la curva de nivel ¢ es la direccién de crecimiento. El segundo procedi-
miento consiste en obtener la direccion de preferencia, que no es mas que la direccién en la cual
el valor de la funcién objetivo (la constante de la curva de nivel) se incrementa o decrementa més
rapidamente. Es decir, la direccién preferible en la que debemos buscar para encontrar el éptimo
de la funcién objetivo en el conjunto de oportunidades. Dicha direccién estd basada en el concepto
de gradiente de la funcién objetivo.

Recordemos que si f es una funcién diferenciable en R™, existen el vector gradiente V f(x) y la
derivada direccional D, f(x) segun la direccién u, que viene dada por:

Dof(x) =Vf(x)'u (uecR").

Ahora bien, como sabemos que Dy, f(x) nos da la variacién de f(x) segin la direccién u, tenemos
que:

Duf(x) = Vf(x)'u=|Vf(x)| [u|cos(w),

donde w es el dngulo formado por los vectores gradiente y u. De ello se deduce que Dy, f(x) serd
méaxima cuando w = 0. De esta forma, resulta que si u es un vector en la direccién del gradiente,
nos marcard la direccién de maximo crecimiento de nuestra funciéon. En conclusion, la direccién
del vector gradiente es la direccién de maximo crecimiento de nuestra funcién. Como el vector
gradiente puede cambiar de valor, y por tanto de direccién en cada punto donde lo evaluemos,
si deseamos saber la direcciéon de méximo crecimiento de nuestra funcién objetivo en un punto
cualquiera x, dicha direccién es la mostrada por el vector gradiente de la funcién en ese punto y
el vector gradiente tendria como origen dicho punto x. Evidentemente, con ambos procedimientos
hemos de obtener las mismas conclusiones.

A continuacioén, retomamos el problema con enunciado econémico del epigrafe anterior para
mostrar las ventajas de acercarnos graficamente a la resolucién de un problema de optimizacién
restringido en el caso de dos variables.
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Ejemplo 1.5: Analisis grafico del Ejemplo 1.4

Realice el andlisis grafico del Ejemplo 1.4, cuya formulacién final viene dada por:

(

Maz I(Pa,Pg) = P4(300 — 0,175P4) + P5(325 — 0,15P5)
s.a  1,75P4+3Pg > 7500 (R1)

3,5P4 + 1,5P5 > 6750 (R2)

P4 <1500 (R3)

Pp <2000 (RA)

P4, Pg >0 (Rb5;R6),

donde las cantidades producidas de cada bien estan recogidas por las expresiones de sus
funciones de demanda:

» Dy =300—0,175Py,
= Dy =325 —0,15P5.

Solucion

En primer lugar, vamos a representar el conjunto de oportunidades con Geogebra:

R/ 5P at 3PD=1500 SLTRaA) STELEGTE0

Figura 1.7: Hiperplanos que delimitan el Conjunto de oportunidades.
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si s6lo nos quedamos con nuestros puntos factibles, ampliando la imagen:

3000

250

(R1)

(R2)

(R3)

1500

1000

500

(RS5)

(R6)

(R4)

aoo -500 a

500

1000

14

)ﬂun 2500 30

Figura 1.8: Conjunto de oportunidades.

Sobre dicha representacion podemos dibujar las curvas de nivel. Si lo hacemos para dos
curvas de niveles distintos, ya conoceriamos el sentido de crecimiento de nuestra funcién

objetivo:

25




1900

1600

1500

(R4)

I(P 4, Ps) = 150000

Ps) = 180000

1200

1100

900 1000

400 500 600 700 800

También podemos dibujar una unica curva de nivel, y determinar el vector gradiente, eva-
ludndolo en un punto de dicha curva. Tomando un vector en la misma direccién del gradiente

y representandolo a partir del punto considerado, tenemos:

Figura 1.9: Conjunto de oportunidades y curvas de nivel.

1700

1600

1500
00

En cualesquiera de las dos opciones lo que hariamos es observar el sentido de crecimiento, y
la dltima vez que las curvas toquen al conjunto de oportunidades, siguiendo dicho sentido,

I(Pa, Ps) = 150000

1200 1800 1800

1100

700 800 1000

Figura 1.10: conjunto de oportunidades, curva de nivel y gradiente
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nos determina la posicién del valor maximo global de nuestro problema:

2300

2200
(R2)
(R1)

2100

(R3)

(R4)

Mazimo = (1212/1793)

1700

1600

1500
i00 700 800 900 1000 1100 1200 1

00 1400 1 \0 1600 1700

Figura 1.11: Posicién del maximo.

De esta forma hemos podido localizar la posicién del maximo de nuestro problema sobre
el conjunto de oportunidades, aunque no podremos determinar a partir de la gréfica, en
multiples casos, cual serd exactamente su valor. No obstante, esto nos sera de gran utilidad
tanto para aplicar métodos analiticos de determinacién de 6ptimos, como para realizar un
acertado andlisis de la solucién. Esto es debido a que podemos apreciar que en nuestro
caso, el punto maximo A, sélo “toca” la frontera de una de las restricciones que delimitan
nuestro conjunto de oportunidades, es decir, que de las seis restricciones que definen nuestro
conjunto de oportunidades (incluyendo las de no negatividad) sélo se “activa” una igualdad.
Todas las demaés se verifican con desigualdad estricta en dicho punto maximo. Si denotamos
por (P%, P}) a nuestro punto méximo, tendriamos que al sustituir en las restricciones se
daria que:

1,75 P + 3 P}, = 7500
3,5 P4 4+ 1,5 P} > 6750
Pj < 1500
P}, <2000
Py, Pg > 0.

En ese caso diremos que la primera restriccién es activa, y las otras restricciones, que se
verifican con desigualdad estricta, son inactivas. Por tanto, sélo la primera materia prima
se consume en su totalidad, mientras que de la segunda materia prima quedaran recursos
sin utilizar, no se han llegado a los topes marcados por el mercado respecto de los precios,
y evidentemente, como era de esperar, los precios no son nulos.

Ese ultimo aspecto que hemos resaltado en el ejemplo anterior es importante en los problemas
de optimizacién, y puede realizarse para cada punto admisible respecto de las restricciones que
definen el conjunto de oportunidades, aunque normalmente su anélisis se realiza s6lo en los puntos
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6ptimos. Definamos dichos conceptos formalmente:

Definicion 1.6: Restriccion activa

Una restriccién es activa en un punto admisible x si satisface dicha restriccién en términos
de igualdad.

Definicion 1.7: Restriccion inactiva

Una restriccién es inactiva en un punto admisible x si satisface dicha restriccién en términos
de desigualdad estricta.

Si una restriccion es inactiva para cualquier punto de un conjunto de oportunidades, diremos
que es superabundante.

A partir de los conceptos previos podemos observar que:

= Puede suceder que existan restricciones que no influyan en la construccién del conjunto de
oportunidades, que son las restricciones superabundantes.

= Las condiciones de restricciones activas e inactivas son propias de cada punto, y es una
condicién relativa a cada restriccién, por lo que deberemos hablar de restricciéon activa o
inactiva en un punto para cada restriccién.

En la Figura 1.12, podemos ver que x* es tal que las restricciones (1) y (2) son activas, mientras
que la (3) y la (4) son inactivas para dicho punto, siendo la restriccién (4) superabundante.

Figura 1.12: Tlustracién de los conceptos de restriccién activa, inactiva y redundante.

Antes de finalizar el presente capitulo, vamos a representar graficamente algunos problemas de
Programacién Matematica que pueden presentar caracteristicas especificas y que recordaremos en
capitulos posteriores.

A continuacién mostramos dos soluciones posibles al Problema de programacién no lineal; en
la Figura 1.13(a) se trata de un punto frontera del conjunto de oportunidades, mientras que en la
Figura 1.13(b) se trata de un punto interior del conjunto de oportunidades.
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(@ (b)

Figura 1.13: Punto éptimo frontera al conjunto de oportunidades y punto 6ptimo interior al con-
junto de oportunidades.

Finalmente, en la Figura 1.14 representamos dos soluciones posibles al problema de programa-
ci6n lineal. Dado que la funcién objetivo es lineal Vf(x) = k y la direccién ascendente de mayor
inclinacion es la misma para todos los puntos, no puede existir una solucién interior al conjunto de
oportunidades, pero puede ocurrir que dicha solucién se alcance en un vértice o en toda una arista
de dicho conjunto.

Figura 1.14: Caso con solucién en un vértice o en toda una arista.
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Capitulo 2

Programacion no lineal

La programacién no lineal (PNL) es una parte de la Programacién Matemética, cuya misién
es proporcionar una serie de resultados y técnicas tendentes a la determinacién de puntos 6ptimos
para una funcién (funcién objetivo) en un determinado conjunto (conjunto de oportunidades),
donde al menos una de las funciones que intervienen en la modelizacién del problema (funcién
objetivo o funciones que intervienen en las restricciones) es no lineal. Por lo tanto, la estructura
de un problema de este tipo puede ser muy diversa, segin las funciones que en él intervengan (a
diferencia de la programacién lineal (PL), donde la forma especial del conjunto de oportunidades
y de la funcién objetivo es siempre la misma y nos permite obtener resultados generales sobre las
posibles soluciones, que facilitan los tratamientos algoritmicos de los problemas). Esta diversidad
en la (PNL) ocasiona una mayor dificultad, tanto para determinar propiedades de las soluciones
Optimas previamente a su busqueda, como para determinarlas, ya sea por procedimientos exactos
o aproximados.

Desarrollaremos las condiciones analiticas que deben cumplir los éptimos de nuestro problema,
aunque somos conscientes de que éstas pueden ser vélidas sélo para problemas sencillos, o para
desarrollos tedricos, como en Teoria Econémica. Por ello, es importante conocer y comprender
dichas condiciones analiticas, aunque también utilizaremos paquetes informéticos para la resolucién
de los problemas mas complejos. Los procedimientos que éstos llevan a cabo internamente, métodos
numeéricos iterativos, no serdn objeto de estudio aqui, aunque si comentaremos algunas de sus
peculiaridades, para poder analizar correctamente las soluciones.

A lo largo del capitulo, ilustraremos todos los resultados teéricos usando dos problemas distintos,
cuyos enunciados iremos extendiendo para adaptarlos a las condiciones del problema que se estudie.

Como se ha visto en el capitulo anterior, al resolver gréficamente los problemas, para cada
optimo local se pueden dar dos casos:

= Que se encuentre en el interior del conjunto de oportunidades. En este caso, el punto seria
un 6ptimo local de la funcién objetivo sin restringir;

= Que se encuentre en la frontera del conjunto de oportunidades. En este caso, alguna(s) de
la(s) restriccién(es) serd(n) activa(s), y el punto serfa un éptimo local del problema en el que
s6lo se considerase(n) dicha(s) restriccién(es) activa(s) como restriccién(es) de igualdad pero
con ciertas consideraciones especiales que se analizardn posteriormente.

Por este motivo, este capitulo estd dividido en cuatro partes. En la Seccién 2.2, estudiamos los
problemas sin restricciones. Después, en la Seccién 2.3, estudiamos los problemas con restricciones
de igualdad. El caso general con restricciones de desigualdad se estudiara en la seccién 2.4. Ademas,
de forma previa, establecemos una serie de definiciones y resultados teéricos, que son vélidos para
cualquier problema de Programaciéon Matematica, en la Seccién 2.1.
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2.1. Elementos generales de un problema de programacion
no lineal

El problema general de programacién no lineal (PNL), que estudiaremos a lo largo de todo el
capitulo, toma la siguiente forma:

Maz  f(x)
(PNL)
s.a g(x) <b,
donde:
s x = (21,22,...,2,) € R™ es el vector de variables de decision.

= f: D CR" — R es la funcién objetivo, es decir, aquella que se desea optimizar (en este caso,
maximizar), y D su dominio.

= g: D CR" — R™ es una funcién vectorial, g = (g1, go, - - -, gm ), compuesta por las funciones
de restriccion.

= b € R™ es el vector de términos independientes, o recursos. Cada expresién g;(x) < b;
determina una restriccion sobre las variables de decisién.

Se denomina conjunto de oportunidades del problema, conjunto factible, o conjunto de puntos
admisibles, al conjunto de puntos de D que satisfacen las restricciones del problema, es decir,

X ={xeD/gx) <b}.

Un vector x se dice que es factible para el problema (PNL) si pertenece a X.

Asf pues, el problema (PN L) consiste en encontrar el valor a tomar por las variables de decisién,
factibles, para el problema en el que la funcién objetivo tome el mayor valor posible. Recordando
los conceptos introducidos en el capitulo anterior, si para un punto, la funcién objetivo toma el
valor maximo con respecto a todos los puntos situados en algiin entorno suyo, se dice que el maximo
es local. Si se encuentra un punto donde se alcanza el valor méximo de f en todo el conjunto de
oportunidades, entonces el méximo es global.

También es importante recordar que esta formulacién del problema no supone pérdida de ge-
neralidad, ya que si desedsemos minimizar la funcién objetivo, se puede maximizar su opuesta. No
obstante, también se enunciaran los resultados més importantes para el problema de minimo. Por
otro lado, cualquier restriccién de mayor o igual (>) se puede convertir en una de menor o igual
(<), sin mds que cambiar de signo, y las restricciones de igualdad se pueden descomponer en dos,
con las dos desigualdades.

Antes de pasar a estudiar los diferentes tipos de problemas no lineales, vamos a recordar dos
teoremas cuya utilidad es crucial en el tema que nos ocupa, y que ya fueron expuestos en el
capitulo anterior: el teorema de Weierstrass y el teorema local global. Ambos estdn orientados a
poder asegurar la globalidad de los éptimos obtenidos. En efecto, veremos que la casi totalidad de
métodos y caracterizaciones empleados en la resolucién de problemas no lineales sélo nos garantizan
la obtencién de éptimos locales, que en los problemas de indole econémica no son deseables. Por
ello, deberemos buscar, entre los éptimos locales que obtengamos, los que sean globales. El primero
de dichos teoremas nos da las condiciones bajo las cuales podemos asegurar la existencia de 6ptimos
globales en un problema, incluso antes de aplicar las condiciones para la determinacion de éptimos.

Las condiciones que debe cumplir un problema para poder asegurar la existencia de 6ptimos
globales son, en la practica real, poco restrictivas, pues la condicién de continuidad de la funcién
objetivo se cumplird en la mayoria de problemas. Respecto a que el conjunto de oportunidades
cumpla la condiciéon de acotado, esto serd muy habitual en los problemas econémicos, pues los
recursos son limitados. La condicién de ser cerrado se verificaréd siempre que las desigualdades que
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definen el conjunto de oportunidades tengan incluida la igualdad, es decir, que no sean desigual-
dades estrictas, lo cual es también lo habitual en problemas reales. Consecuentemente, en la gran
mayoria de nuestros problemas se cumpliréd este teorema y podremos asegurar que el mismo tiene
un maximo y un minimo globales. Por tanto, deberemos esforzarnos mediante distintos métodos y
técnicas para encontrarlos, lo cual puede ser mas o menos complicado, dependiendo del problema.

Por otro lado, el teorema local global proporciona las condiciones que permiten afirmar si,
determinado un 6ptimo local, éste sera global, o dicho de otra forma, si todos los 6ptimos que
encontremos seran globales. Este segundo resultado tiene su sentido y utilidad debido a que muchos
de los métodos y técnicas para la determinacién de 6ptimos sélo nos aseguran, en principio, la
obtencién de éptimos locales y, como en los problemas econémicos lo que buscamos son 6ptimos
globales, deberemos determinar cuales de los encontrados son globales, si los hubiera, y descartar
los locales.

Desafortunadamente, la aplicabilidad de este teorema es mucho menor que la del anterior,
debido a que no son condiciones faciles de cumplir en general. No obstante, en muchos modelos de
Teoria Econdémica se verificardn, lo que hace més facil la obtencién de resultados de este ambito.
Sin embargo, en problemas de indole empresarial, el cumplimiento de las condiciones no se dard
habitualmente, como veremos en el capitulo 4.

En general, dado un problema econdémico o empresarial, y tras el primer paso, que serd su
modelizacién en forma de un problema de optimizacion, siempre y cuando esto tenga sentido,
continuaremos analizando el cumplimiento, o no, de los dos teoremas comentados previamente,
con el fin de poder abordar su resolucién con cierta informacién previa. Esto es lo que iremos
desarrollando en cada uno de los préximos epigrafes, donde estudiaremos los problemas no lineales
sin restricciones, posteriormente con restricciones de igualdad, para finalizar con los problemas
donde el conjunto de oportunidades viene definido por desigualdades.

2.2. Caso no sujeto a restricciones

Antes de comenzar con los resultados tedricos de este epigrafe, veamos un primer ejemplo al
que aplicaremos los resultados de la seccién anterior, y que nos servirda de guia a lo largo de esta
seccién.

Ejemplo 2.1: Kubica

La empresa Kubica trabaja con dos tipos de materia prima. La cantidad de producto que
obtiene mensualmente viene dada por la siguiente expresiéon:

1 1
q(z,y) = x3y4,

donde x e y representan las cantidades utilizadas de dichos tipos de materia prima, medidas
en toneladas, y ¢ representa las unidades producidas, medidas en miles.

Las materias primas utilizadas se adquieren a un precio de 2 y 3 unidades monetarias cada
tonelada, respectivamente, mientras que el precio de venta por cada mil unidades producidas
es de 25 unidades monetarias.

a) Formalice el problema que proporciona las cantidades a utilizar de cada materia prima
para maximizar los beneficios de Kibica, considerando los gastos expuestos.

b) {Se puede afirmar que existe solucién de este problema? ;Se puede afirmar para este
problema que todo 6ptimo local es global?

Solucién
a) Las variables de decisién del problema son:

= x - toneladas utilizadas de la primera materia prima,

= y - toneladas utilizadas de la segunda materia prima.
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Como la empresa produce ¢ miles de unidades de producto, que vende a 25 unidades
monetarias por cada mil unidades, su funciéon de ingresos es:

I(z,y) =25-q(z,y) = 25;5%31%.
Por otro lado, los costes totales derivados de la adquisicién de materias primas son:
C(z,y) = 2x + 3y.
Asi pues, la funcién de beneficios de Kubica es:
Bl(z,y) = 25z5y% — 2z — 3y.

Por lo tanto, el problema de la empresa Kiibica consiste en maximizar la funcién de
beneficios: L
{Max 2bx3y1 — 2x — y.

Notese que hemos obviado las condiciones de no negatividad sobre las variables de
decision, x e y, por lo que tenemos un problema sin restricciones. Si, tras resolver este
problema irrestricto, obtuviésemos un valor negativo para alguna de las variables,
habria que introducir estas condiciones de no negatividad en el modelo, y deberia
ser abordado como un problema no lineal con restricciones de desigualdad, que sera
analizado posteriormente.

En cuanto a la existencia de solucién global, al tratarse de un problema irrestricto,
no se verifican las condiciones del teorema de Weierstrass, ya que el conjunto de
oportunidades no esta acotado. Por lo tanto, en un principio, no podemos asegurar la
existencia de un maximo global de la funcién.

En cuanto al teorema local global, el dominio econémico de la funcién objetivo es:
D ={(z,y) eR* /2,y > 0},

que es un conjunto convexo. Debemos estudiar ahora la convexidad o concavidad de
la funcién objetivo. Calculamos, en primer lugar, las parciales de B:

0B 25 _2 1 0B 25 1 _s
- — sy -9, 2 = sy 1 -3,
Sy =Fodvt -2 )= Taby
La matriz hessiana seria:
M), —2, s 2B -2, =5
FrT 3y SrTsyT 4
P ) = 9 12
%x7%y7% —I—g;p%yf%

Deberemos clasificar la forma cuadratica asociada a la misma, para lo que comproba-
mos que su primer menor principal es negativo (para valores positivos de z e y), y su
segundo menor principal, que coincide con su determinante, viene expresado por

50,54} (3,1 - (Bt =
g* Y 16~ 7 2" Y -
sy Y (Y] e e
- 9 16 12 y o=

0 .

En consecuencia, al ser la hessiana al menos semidefinida negativa en todo su dominio,
la funcién objetivo es concava y, por tanto, es aplicable el teorema local global para
maximo y podemos asegurar que todo méximo local de la funcién B, en su dominio,
sera global.
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Una vez modelizado el problema, vamos a pasar a enunciar los resultados que permiten su
resolucién analitica. Concretamente, a lo largo de este apartado, desarrollaremos una serie de
condiciones necesarias y suficientes para la obtencién de éptimos locales de una funcién escalar f
(es decir, una funcién que toma valores reales), definida sobre un subconjunto D abierto de R™:

f:DCR" >R

Las condiciones que obtendremos son de primer y segundo orden, es decir, basadas en las
primeras y segundas derivadas, de forma andloga al caso de una variable. Por ello, vamos a recordar
brevemente este caso n = 1, para luego pasar al caso general.

Por lo tanto, consideremos un problema de la forma:

Opt f(x),

donde f : D C R — R supondremos que es una funcién dos veces derivable sobre un conjunto
D, abierto de R. (Nota: La condicién de que el campo de definicién de la funcién objetivo, D, sea
abierto tiene una utilidad tedrica, para asegurarnos la correcta definicién de la funcién derivada).
El conjunto de condiciones necesarias y suficientes para que un punto z* € D sea un éptimo
local de f se recoge en los dos teoremas siguientes:

Teorema 2.1: Condiciones necesarias para 6ptimo local. Funciones de 1 variable

a) Es condicién necesaria de primer orden para que x*, sea un dptimo local de f, que:
f'@)=o0.

En general, a los puntos que anulan la primera derivada de una cierta funcién f les
denominaremos puntos criticos, o puntos estacionarios, de dicha funcion.

b) Es condicién necesaria de segundo orden para que el punto critico x* sea maximo local
de f que:
f// (Jj*) S 0

o bien, para minimo local de f, que:

f”(ﬂ?*) > 0.

Teorema 2.2: Condiciones suficientes para 6ptimo local. Funciones de 1 variable

a) Siz* € D es un punto critico z* de f, y f"(xz*) < 0, entonces * es un maximo local
de f.

b) Si x* € D es un punto critico * de f, y f"”(x*) > 0, entonces x* es un minimo local
de f.

Asi pues, la condicién necesaria de primer orden exige que la primera derivada se anule en el
punto en cuestiéon y la de segundo orden que la segunda derivada sea no positiva en el caso de
maximo y no negativa en el de minimo. Por su parte, la condicién suficiente exige que los signos
correspondientes de las segundas derivadas sean estrictos.

Existen casos posibles no recogidos en los teoremas anteriores como es el caso donde la primera
y la segunda derivadas sean nulas en un punto xz*. En ellos, se pueden extender los resultados
anteriores, determinando cudl es el orden de la primera derivada no nula. Si el orden es impar,
entonces el punto x* serd un punto de inflexién, mientras que si la primera derivada no nula es de
orden par, entonces si es positiva, serd un minimo local, y si es negativa sera un maximo local.

Seguidamente, veremos que los resultados enunciados para el caso n = 1 tienen su extension
natural al caso general de n variables. En efecto, las generalizaciones de los conceptos reales de
primera y segunda derivadas al caso de dimensién superior son los de gradiente y hessiana, res-
pectivamente. Asi pues, veremos que la condicién necesaria de primer orden exige que se anule el
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gradiente de la funcidn, y las condiciones de segundo orden suponen exigencias sobre el signo de la
hessiana, es decir, sobre el signo de la forma cuadratica definida por la matriz hessiana.
El problema general irrestricto (PI) se puede enunciar como:

(PI)  {Opt f(x),

donde f: D CR™ — R es al menos de clase 2 sobre D (existen las segundas derivadas parciales y
éstas son continuas), y D C R™ es abierto. Asi pues, los resultados que proporcionan las condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad de un problema irrestricto son los siguientes:

Teorema 2.3: Condiciones necesarias de primer orden. Funciones de n variables

Si x* € D es un éptimo local de (PI), entonces:

Vf(x*) = 0.

Demostraciéon

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x* es un méximo local de (PI). Ello implica,
por ser D abierto, que existe un entorno de x*, E(x*) C D, de forma que, para cualquier
x € E(x*), se verifica que f(x*) > f(x). Por otro lado, por definicién de entorno, sabemos
que existe un intervalo (aq,b1) X (ag,be) X -+ X (an,b,) C E(x*).

Consideremos ahora, para cada ¢ = 1, ..., n, la funcién real:
fi : (ai,bi) CR—R

* * * *

fl(xi) = f(xlv sy Lj 15 L4y Ly qs 7:En)

Pues bien, por la definicion de f;, y por ser x* un méaximo local de f, para cualquier punto
x; € (ai,b;) se verifica que f;(x¥) > fi(x;). Por lo tanto, z} es un maximo local de f;, y, por
el Teorema 2.1, tenemos que f/(x}) = 0. Pero, por otro lado, para cada i = 1,...,n,

0
(o5) = = x),

luego, se verifica entonces que V f(x*) = 0, como pretendiamos demostrar.

Asi pues, la condicién necesaria de primer orden, que en el caso n = 1 consiste en la anulacién
de la primera derivada de la funcién en el punto, se extiende de forma natural al caso de dimensién
superior, exigiendo que se anule el vector gradiente de la funcién en el punto, es decir, que todas
las derivadas parciales sean 0.

Definicion 2.1: Punto critico o estacionario

Un punto x* € D se dice que es un punto critico, o punto estacionario, de la funciéon f, si
Vf(x*)=0.

Aparte de esta condicién necesaria de primer orden, también se puede derivar otra de segundo
orden, que si en el caso n = 1 dependia del signo de la segunda derivada, en este caso depende del
signo de la matriz hessiana como matriz asociada a una forma cuadrética:

Teorema 2.4: Condiciones necesarias de segundo orden. Funciones de n variables

a) Si x* € D es un maximo local de (PI), entonces la forma cuadratica inducida por
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la matriz hessiana H f(x*) es, al menos, semidefinida negativa, es decir:

h'Hf(x*)h <0 (vheR"),

b) Si x* € D es un minimo local de (PI), entonces la forma cuadratica inducida por
la matriz hessiana H f(x*) es, al menos, semidefinida positiva, es decir:

h'Hf(x*)h >0 (vheR"),

Demostracién

Realizaremos la correspondiente a la del apartado a), y de manera anéloga se puede mostrar
la del b). Si x* € D es méximo local de (PI), sabemos que existe un entorno E(x*) tal que:

f(x*) > f(x) para todo x € E(x*),

y ademas, por el Teorema 2.3,
Vf(x*)=0.

Sea ahora un vector h € R™ arbitrario. Por ser E(x*) un entorno de x*, sabemos que, para
€ suficientemente pequeno,
x" +¢h € E(x").

Aplicando el desarrollo de Taylor hasta el segundo orden, y de acuerdo a las hipdtesis de
que el gradiente es nulo, obtenemos que:

Fxeh) = F(x*)+eh'V £ (x*)+ 5B H F(x kol |e%]) = f(x")+5e?ht Hf (" hto(|e?))

Por ser x* un maximo local de f, entonces para e suficientemente pequeno, se verifica que
f(x* + eh) < f(x*). Por otro lado, también para e suficientemente pequeiio, el resto es
despreciable con respecto al término cuadratico, por lo que se debe verificar forzosamente
que:

h!H f(x*)h < 0.

Como h es arbitrario, la hessiana es semidefinida negativa y queda demostrado el teorema.

En general, no todo punto critico de f es un 6ptimo local de (PI).

Definicion 2.2: Punto de silla

Un punto x* € D se dice que es un punto de silla de la funcién f, si es un punto critico de
f, pero no es un éptimo local de la funcién.

Seguidamente, pasamos a demostrar el teorema que establece las condiciones suficientes para
que un punto critico sea un 6ptimo local de (PI).

Teorema 2.5: Condiciones suficientes de segundo orden. Funciones de n variables

a) Si x* es un punto critico de (PI), y existe un entorno de x*, E(x*) tal que, para
todo x € E(x*), la forma cuadrética inducida por la matriz hessiana de f en x es, al
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menos, semidefinida negativa, es decir,

Vx € B(x*) h'Hf(x)h <0 para todoh € R",

entonces x* es un mdximo local de (PI).

b) Si x* es un punto critico de (PI), y existe un entorno de x*, E(x*) tal que, para
todo x € E(x*), la forma cuadrética inducida por la matriz hessiana de f en x es, al
menos, semidefinida positiva, es decir,

Vx € E(x*) h'Hf(x)h >0 paratodoh € R",

entonces x* es un minimo local de (PI).

Demostracién

Realizaremos la correspondiente a la del apartado a), y de manera andloga se puede demos-
trar la del b). Mediante un desarrollo andlogo al teorema anterior, pero expresando el error
en el término de segundo orden del desarrollo de Taylor, obtenemos, para cualquier h € R”
(téngase en cuenta que al ser x* un punto critico, su gradiente se anula en dicho punto):

F(x* +¢h) = f(x*) + %thtH f(x* + 6ch)h,

con 0 < 6 < 1. Por ser E(x*) un entorno de x*, entonces a partir de un e suficientemente
pequenio, podemos asegurar que x* + fch € E(x*) para cualquier € [0,1]. Como, por
hipétesis, la matriz hessiana es al menos semidefinida negativa en E(x*), obtenemos que:

f(x*+¢eh) — f(x*) <0.

Como esto se verifica para cualquier h € R™ y para ¢ suficientemente pequefio, quedaria
demostrado que x* es méximo local de (PI).

Obsérvese que la condicién del Teorema 2.5 se satisface, en particular, si f es de clase 2, y se
verifica que la forma cuadratica inducida por la matriz hessiana de f en x* es definida negativa
(para el caso de méximo), es decir, si:

h'H f(x*)h <0, paratodo h € R" h#0,

sin mas que aplicar criterios de continuidad sobre la matriz hessiana. Con todo ello, resulta inme-
diato el siguiente teorema, que proporciona condiciones suficientes sobre el signo de H f(x), donde,
al igual que en el caso de una variable, consideramos desigualdades estrictas en las condiciones:

Teorema 2.6: Expresion alternativa de las condiciones suficientes

Sea x* € D un punto critico de f. Entonces:

a) x* es maximo (resp. minimo) local estricto (PI) si la forma cuadratica hH f(x*)h es
definida negativa (resp. positiva).

b) x* es mdximo (resp. minimo) local de (PI) si la forma cuadritica h' H f(x)h es semi-
definida negativa (resp. positiva) para todo x en algun entorno de x*.

¢) x* es punto de silla de (PI) si la forma cuadrdtica h*H f(x*)h es indefinida.

Finalmente, dadas las caracterizaciones de segundo orden de la convexidad y la concavidad, es
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inmediato que si f es una funcién céncava (resp. convexa) en D, entonces todo punto critico de f
en D es un méximo (resp. minimo) local de (PI). Si ademds D es un conjunto convexo de R™, el
teorema local global nos permite afirmar que los 6ptimos, en cada uno de los casos anteriores, son
globales.

Ejemplo 2.2: Kubica. Resoluciéon

Obtenga el éptimo del problema de la empresa Kibica (Ejemplo 2.1) y analice el resultado.
Solucién

Recordemos que la formulaciéon de este problema consiste en maximizar la funcién de be-
neficios de la empresa Kibica:

{Max 2533%y% —2x — 3y.

Segun lo que vimos previamente sobre este ejemplo, sabemos que se cumplirdn tanto la
condicion necesaria de segundo orden como la condicién suficiente para méximo, al ser la
funcién objetivo céncava. Seguidamente, necesitaremos aplicar la condicién necesaria de
primer orden, mediante la cual, ademés, podemos determinar el maximo buscando aquel o
aquellos puntos que anulen el gradiente de la funcién objetivo.

Como la funcién objetivo tiene dos variables, el vector gradiente tiene dos componentes (las
dos derivadas parciales). En consecuencia, la condicién de anular el gradiente nos genera un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (las cantidades de materias primas):

0B 25

OB % 0B 25
T R

1 &
_9—p 22 — sy i_3=0.
; ay(w,y) Rl

W
N

De la primera ecuaciéon podemos obtener:

y, sustituyendo en la segunda ecuacién,

(3260 5= ()(5))

Operando, resulta:
3
boaes(2) (8
e _3<25) (25) ’

obteniendo que z = 20,27 (nimero de toneladas de la primera materia prima). Sustituyendo
en la expresién de y en funcién de z, resulta y = 10,14 (ndmero de toneladas de la segunda
materia prima). Como comentamos anteriormente, se satisfacen la condicién necesaria de
segundo orden y el teorema local global, por lo que podemos afirmar que el punto obtenido
es un maximo global del problema, con un valor 6ptimo de los beneficios igual a 50,68
unidades monetarias. Ademads, con estos niveles de uso de materias primas, la produccién
del bien es de 4.865,04 unidades, los ingresos son de 121,63 unidades monetarias y los
costes de produccion se elevan a 70,95 unidades monetarias. En la Figura 2.1 puede verse
la representacién tridimensional de la funcién de beneficios de la empresa, y se aprecia
claramente su 6ptimo.

W=
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Figura 2.1: Representacion gréfica, en 3D, de la funcién objetivo y su éptimo.

Obsérvese que los Teoremas 2.5 y 2.6 proporcionan condiciones suficientes de optimalidad y, por
tanto, no permiten afirmar nada para el caso en que la forma cuadratica definida por la hessiana
sea semidefinida en el punto critico, y no mantenga dicho cardcter en ninguin entorno del punto. En
efecto, en este caso, se puede dar cualquier situacién, como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3: Minimo sin verificar la condicién suficiente

Consideremos el problema:

{Opt  f(z,y) = ot + (y — 222
Calcule sus 6ptimos locales, utilizando las condiciones necesarias y suficientes.
Solucién

El dominio de la funcién f es todo el espacio R?. Por tanto, por el Teorema 2.3, cualquier
6ptimo local debe ser un punto critico de f, es decir, anular su gradiente:

3—f(ac,y) =8z% —4dzy =0,

Vi,y) =0 {5
g—g(ac,y) =2y — 222 =0.

Este sistema tiene una tnica solucién, que es el punto (0, 0). Este es, por tanto, el inico punto
critico de f. Para comprobar las condiciones suficientes proporcionadas por los Teoremas
2.5 y 2.6, debemos calcular la matriz hessiana de f en (0, 0):

62]0 B ) . 82f B aZf _ ' 82f B
W(xay) = 24z° — 4y7 m(xa?ﬁ - 8$—6y113(x7y) - _4‘7:7 a_y2<m7y) =2.
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Por lo tanto,

24x% — 4y —4x 0 0

—4z 2 0 2

La matriz H f(0,0) es semidefinida positiva. Sin embargo, en cualquier entorno del punto
(0,0) hay puntos de la forma (0,¢), con £ > 0 suficientemente pequetio. En estos puntos,

—4e 0
Hf(O,a) = ,

0 2

que es una matriz indefinida. Por lo tanto, el cardcter semidefinido positivo no se mantiene
en ningtn entorno de (0, 0), por lo que no se satisfacen las condiciones suficientes de segundo
orden en este punto critico. Sin embargo, de la propia definicién de la funcién, sabemos que,
para cualquier punto (z,y) € R?,

f(x,y) =cc4+(y—a:2)2 ZOZf(O,O),

por lo que (0,0) es, de hecho, un minimo global del problema. Asf pues, aunque el cardcter
de la matriz hessiana no se mantiene en ningiin entorno, el punto es en este caso un minimo.
En la Figura 2.2 se puede observar la representacion tridimensional de la funcién objetivo,
con su minimo claramente situado en el punto (0,0). En ese punto, las distintas curvaturas
de la funcién, segtiin en qué direccién nos movamos, provocan que la matriz hessiana tenga
distintos signos en su entorno.

Figura 2.2: Representaciéon grafica, en 3D, de la funcién objetivo y su éptimo.

En este momento, al observar que existen casos dudosos, cuestiéon que no ocurria en problemas
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de una variable, nos podriamos plantear seguir haciendo derivadas sucesivas como en aquel caso,
pero esto no es 1til en problemas de varias variables. En el caso de una variable, la primera derivada
y las sucesivas son un escalar del que podemos determinar con facilidad su signo. Si embargo, en
el caso de varias variables, la primera derivada es un vector, el vector gradiente, las segundas
derivadas forman una matriz, la matriz hessiana, y las de érdenes superiores siguen creciendo en
dimensiones y su tratamiento se hace poco operativo. Por ello, el analisis de funciones de varias
variables debe detenerse en las derivadas de segundo orden.

Ademids, como cabe suponer, la utilizacion de las condiciones de primer y segundo orden para
la determinacién de soluciones éptimas de los problemas se complica a medida que aumenta su
dimensién (nimero de variables). La resolucién analitica de sistemas de n ecuaciones no lineales
con n incégnitas (derivados de la condicién necesaria de primer orden) puede resultar muy dificil,
o incluso imposible, para problemas grandes. Por ello, en casos reales se emplean algoritmos o
paquetes informéticos que incorporan procedimientos para la resolucién de estos problemas. Veamos
otro ejemplo para ilustrar este hecho:

Ejemplo 2.4: Fabricando tinta

La empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A. se ha hecho con el monopolio de la fabricacién de
tintas para impresora en el pais. Actualmente, fabrica cinco tipos de tinta:

1. Tintas para formato normal fabricadas con colorante (COL);
2. Tintas para formato normal fabricadas mediante pigmentos (PIG);
Tintas acuosas para impresion digital en gran formato (ACU);

Tintas eco-solventes para impresién digital en gran formato (ECO);

erok @

Tintas de curado UV (CUV).

La empresa desea replantearse su politica de precios, por lo que ha encargado a su depar-
tamento de investigacién de mercados un andlisis de la demanda prevista, en funcién del
precio, de cada tipo de tinta. Tras realizar una andlisis de regresién lineal basado en los
datos historicos disponibles, los resultados obtenidos son las siguientes cantidades diarias
demandadas (g, en litros), en funcién de su precio (p, precio por litro, en euros):

1. gcor =120 — 0,06 * pcor;
2. gp1c =135 - 0,07 * ppic;
gacu =90 — 0,02 * pacu;

geco = 75— 0,03 * ppco;

CON

qgcuv = 100 — 0,05 * pcyv .

Vaya Tintas que Llevas, S.A. desea conocer los precios por litro que debe establecer
para cada tipo de tinta, teniendo en cuenta que produce todas las cantidades diarias
demandadas, para obtener el maximo ingreso diario. ;Cuél serfa la produccién éptima de
cada tipo de tinta? ;Cudl seria el ingreso maximo?

Solucion

Este problema tiene 5 variables de decisién, que son los precios (en € por litro) de cada
uno de los tipos de tinta, pcor, Prra, Pacu, PEco ¥ Pcuv- Para unos precios dados, la
produccién diaria de cada tipo de tinta viene determinada por las expresiones que definen
la demanda. Asi pues, los ingresos diarios de la empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A. se
obtienen multiplicando la produccién por el precio de cada tipo de tinta, y sumando todos
estos elementos. Por tanto, el problema de la empresa se modeliza de la forma siguiente:
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Mazx I(pcor,PrIc,PACU; PECO, PCUV) =
= (120 — 0,06 * pcor.)pcor, + (135 — 0,07 * pprg)ppic + (50 — 0,02 * pacv)pacu+
+(75 = 0,03 x ppco)peco + (100 — 0,05 x pcuv )pcuv -
Aunque es posible resolver este problema analiticamente, porque las variables estan sepa-

radas en la funcién objetivo y las ecuaciones que resultan de la condicién necesaria no son
complicadas, usaremos el programa Lingo en este caso, para ilustrar su funcionamiento.

Lingo: Enunciado del problema

[Ingreso] Max = (120-0.06*Pcol)*Pcol+(135-0.07*Ppig)*Ppig+
(50-0.02*Pacu) *Pacu+(75-0.03*Peco) *Peco+(100-0.05%Pcuv) *Pcuv;

Las caracteristicas de Lingo nos permiten introducir el modelo de esta otra forma alterna-
tiva:

Lingo: Enunciado alternativo

[Ingreso] Max = Qcol*Pcol+Qpig*Ppig+QacuxPacu+Qeco*Peco+Qcuv*Pcuv;
[Prod_COL] Qcol = 120-0.06%Pcol;
[Prod PIG] Qpig = 135-0.07*Ppig;
[Prod_ACU] Qacu = 50-0.02*Pacu;
[Prod_ECO] Qeco = 75-0.03*Peco;
[Prod_CUV] Qcuv = 100-0.05%Pcuv;

Las lineas que aparecen tras la funcién objetivo no son restricciones propiamente dichas,
sino identidades que nos permitiran conocer los valores de las producciones de cada tipo de
tinta al obtener la solucién del modelo. Las nuevas variables Qcol, Qpig, Qacu, Qeco y Qcuv
son variables auxiliares o indirectas (no consideradas en este momento como variables de
decisién), que miden estas producciones. Nétese que Lingo asume por defecto las condiciones
de no negatividad, por lo que éstas estan incluidas en la formulacién anterior, aunque, como
veremos, no son necesarias para este modelo, ya que la solucién las verifica estrictamente.
Resolviendo el problema en Lingo, se obtiene la siguiente solucién (sélo mostramos los
elementos de la salida que podemos interpretar en este momento):
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Lingo: Solucién del problema

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 253.214,30
Precios Producciones
Variable Valor Variable Valor
Pcol 1.000,000 Qcol 60
Ppig 964,286 Qpig 67,5
Pacu 1.250,000 Qacu 25
Peco 1.250,000 Qeco 37,5
Pcuv 1.000,000 Qcuv 50

Obsérvese que Lingo nos informa de que se ha encontrado un éptimo (en este caso, maximo)
global del problema. Por lo tanto, la empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A. debe vender
cada litro de tinta COL a 1.000 €, cada litro de tinta PIG a 964,29 €, cada litro de tinta
ACU a 1.250 €, cada litro de tinta FCO a 1.250 € y cada litro de tinta CUV a 1.000
€. Con ello, obtendra unos ingresos diarios de 253.214,30 €. Con estos precios, la empresa
producira diariamente 60 litros de tinta COL, 67,5 litros de tinta PIG, 25 litros de tinta
ACU, 37,5 litros de tinta FCO y 50 litros de tinta CUV.

2.3. Caso sujeto a restricciones de igualdad

Como paso previo al tratamiento del problema general de Programacién Matemadtica, vamos
a estudiar el caso especial en el que todas las restricciones sean de igualdad. Ello nos permitira,
cuando abordemos el estudio del caso general, distinguir el caso en que el éptimo sea interior
al conjunto de oportunidades (andlogo al caso irrestricto), y el caso en que el ptimo esté en la
frontera (andlogo a este problema con restricciones de igualdad, si se consideran sélo aquellas que
se satisfacen con igualdad). Asi pues, los resultados obtenidos en este apartado serdn tanto un
punto de partida para el estudio del caso general, como un punto al que reducir, en algunos casos,
los problemas del caso general.

El problema que estudiamos en esta seccién corresponde a la siguiente formulacion:

o Opt  f(x)

donde f: D CR®" - Ryg: D CR"™ — R™ son, al menos, de clase 2. El conjunto de oportunidades
X es el conjunto en el cual maximizamos la funcién, es decir, la interseccién entre el dominio de
las funciones del problema y el conjunto determinado por las restricciones. Asi,

X = {x € D/g(x) = b},

donde
b = (b1,....bm).
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A las componentes del vector de términos independientes (b) de las restricciones, se las denomina
tradicionalmente recursos, debido al origen del problema en la formulacién econémica. Otra forma
de denominarlos es “right-hand side” (RHS), cuya traduccién es lado derecho, refiriéndose al lado
derecho de las restricciones.

La primera idea que podria surgir para resolver este problema consistiria en resolver el sistema
de ecuaciones que delimitan el conjunto de oportunidades, que debera ser, en general, un sistema
compatible indeterminado y posteriormente sustituir las variables que han resultado ser depen-
dientes en dicha resolucién en la funcién objetivo. De esta forma, obtendriamos un problema sin
restricciones y en menos variables, concretamente en n — m variables, si todas las restricciones son
independientes. Esta idea puede funcionar en algunos problemas, basicamente cuando el sistema
definido por g;(x) = b;, i = 1,...,m, sea un sistema lineal. En este caso, su resolucién cumple
todas las condiciones debidas para realizar la sustitucién en la funcién objetivo, sin que perdamos
posibles puntos 6ptimos en el proceso, y asegurandonos de que se cumplen todos los condicionantes
de nuestro problema inicial. Sin embargo, esto no se puede asegurar para sistemas mas generales
(no lineales). Por ello, tendremos que buscar una alternativa general para este tipo de problemas.
Como veremos a continuacion, esta alternativa pasa por la construccién de una nueva funcién.

2.3.1. La funcién de Lagrange

Para el tratamiento de los problemas de Programacién Matemdtica con restricciones, es de vital
importancia la definicién de la llamada funcion de Lagrange asociada. Esta es una funcién que, de
alguna forma, engloba todo el problema, al anadir a la funcién objetivo las restricciones, cada una
de ellas multiplicada por una nueva variable, que denominaremos multiplicador de Lagrange:

Definicién 2.3: Funcién de Lagrange

Se denomina funcién de Lagrange asociada al problema (PRI) a la funcién:

L:DxR™ =R

L(x,A) = f(x) = Ng(x) = b] = f(x) = 3i%; Xilgi(z) = b),

donde A = (A1, A2, ..., Am) es el vector de multiplicadores asociados al bloque de restric-
ciones del problema, también denominados multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 2.5: Kibica. Restriccién de igualdad

La empresa Kubica del Ejemplo 2.1 se encuentra con ciertos problemas de suministro y
almacenamiento, por lo que, consultados sus departamentos correspondientes, acuerda que
el pedido mensual de la segunda materia prima sea exactamente un 50 % mayor que el de
la primera materia prima.

a) Plantee el problema resultante.

b) Compruebe si el problema resultante verifica las hipétesis de los teoremas de Weiers-
trass y local global.

¢) Formule el problema irrestricto que resulta al resolver el sistema que define el conjunto
de oportunidades y sustituir en la funcién objetivo inicial.

d) Formule la funcién de Lagrange correspondiente.

Solucion
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En el Ejemplo 2.1, La empresa Kubica deseaba maximizar sus beneficios:

a)

{Mam 25x%y% — 2z — 3y.

La cantidad de la segunda materia prima, y, tiene que ser un 50 % mayor que la de la
primera, x:

—§x & —§x—0
ZU—2 Y ot ="u

Por lo tanto, el problema de la empresa Kibica queda de la siguiente forma:

Mazx B(z,y) = 2Br3yi — 2 — 3y

s.a y—%sz.

En cuanto al teorema de Weierstrass, las condiciones siguen sin satisfacerse, ya que la
restriccién

3
2
da lugar a un conjunto no acotado (z e y pueden tomar valores infinitamente grandes,
verificdndola). Por tanto, no podemos garantizar la existencia de un méximo global
del problema.

Yy=37,

En cuanto al teorema local global, vimos anteriormente (Ejemplo 2.1) que la funcién
de beneficios es céncava. Por otra parte, la restriccién del problema es lineal, por
lo que el conjunto de oportunidades es convexo. Por lo tanto, podemos afirmar que
cualquier maximo local del problema es global.

Para expresar nuestro problema como un problema sin restricciones, dado que nuestra
restriccién es de dos variables y lineal, es posible despejar una variable en funcién de
otra, y sustituir y = %1: en la funcién objetivo inicial, quedando nuestro problema

Ccomo:

Al

{ Maz B(z) = 25z3 (3z)

5 —2x—3(§x).

2
Este problema se puede resolver mediante los procedimientos expuestos en el apartado
anterior, para problemas de una tnica variable. Una vez resuelto, se puede calcular el
correspondiente valor de y, a partir de la relacién anteriormente sustituida. No obstan-
te, como ha sido expresado previamente, este procedimiento no es vélido en todos los
problemas, y por ello, salvo casos excepcionales, no lo utilizaremos. El procedimiento
general vendra definido a partir de la funcién de Lagrange.

Segtin la expresién (2.3.1), la funcién de Lagrange asociada a este problema es:

3
L(z,y,\) = 2525y+ — 20 — 3y — A (y - 21‘) :

donde X es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién sobre las cantidades
disponibles de las materias primas.

En lo que sigue, se demostrara que las condiciones de primer y segundo orden en este caso son
andlogas al caso irrestricto, pero exigiéndolas sobre la funcién de Lagrange en lugar de sobre la
funcién objetivo f. Es decir, de alguna forma, intentariamos optimizar la funcién de Lagrange en
lugar de la funcién f, aunque como veremos, esto serd cierto parcialmente, pues en las condiciones
suficientes deberemos realizar algunas matizaciones. Antes de entrar en las condiciones de opti-
malidad propiamente dichas, vamos a estudiar algunas propiedades interesantes de la funcién de
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Lagrange.

La primera nos asegura que cuando trabajamos con puntos factibles, el valor de la funcién de
Lagrange coincide con el de la funciéon objetivo. La segunda nos permite afirmar que cualquier
punto critico de la funcién de Lagrange es factible para el problema (PRI):

Teorema 2.7: Propiedad 1 de la funcién de Lagrange

Dados el problema (PRI) y la funcién de Lagrange definida en (2.3.1), se verifica:

Vxe X L(x,A)=f(x). ]

Demostracién
Si x es un punto arbitrario de X:
g(x) —b=0,

de donde:
L(x,A) = f(x) — A0 = f(x).

Antes de enunciar la siguiente proposicién, expresemos el gradiente de la funcién de Lagrange
de una forma més operativa:
L(x,A) = f(x) - Xg(x) — b],

resultando que:

Vi L(x,A) Vi L(x,A)
VL(x,A) = =

VAL(x,A) —g(x)+b

Ahora bien:
ViL(x,A) = Va[f (%) = A(g(x) — b)] = Vf(x) — A'[Jg(x)]".

Luego, en definitiva:

VL) = Vf(x) = Al Jg(x))"

—g(x)+b

Teorema 2.8: Propiedad 2 de la funcién de Lagrange

Si (x*,A") es punto critico de la funcién de Lagrange asociada a (PRI), entonces x*
pertenece al conjunto de oportunidades.

Demostracién

Si (x*,A\*) es punto critico de £, entonces, por la forma de su gradiente, deberd cumplirse
que:

e - At
VL(x", ) = =0,
—g(x") +b
de donde se deduce que x* € D, pues existen f(x*) y g(x*), y ademaés:
—g(x*)+b=0.

Luego x* € X, como querfamos demostrar.
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2.3.2. Condiciones de optimalidad

Segin hemos visto, la funcién de Lagrange incorpora tanto la funcién objetivo del problema
original, como sus restricciones. Ademds, también se verifica que todo punto critico de la funcién
de Lagrange es factible para el problema (PRI), y, en esta situacién, el valor de £ coincide con el
de f. En estas circunstancias, cabe preguntarse si existira alguna relacién entre los 6ptimos locales
de (PRI) y los puntos criticos de £. El siguiente teorema demuestra que, en efecto, bajo ciertas
condiciones poco exigentes, todo éptimo local de (PRI) produce un punto critico de la lagrangiana:

Teorema 2.9: Condicion necesaria de primer orden para PRI

Si x* es un dptimo local del problema (PRI) tal que:

rg (Jg(x7)) = m,

entonces existe un vector de multiplicadores A* tal que (x*, X*) es punto critico de la funcién
de Lagrange asociada al problema.

Es conveniente, en este momento, realizar algunos comentarios importantes relativos a la condi-
cién de rango completo (o cualificacién de restricciones), que es como se suele llamar a la hipétesis
impuesta en el teorema anterior, rg (Jg(x*)) = m. En general, esta condicién se suele verificar en
casos reales, por lo que no nos causa mayores problemas en la aplicacién del resultado anterior. De
cualquier forma, a veces no se da y debemos saber qué problemas nos podra causar en ese caso.

En primer lugar, la condiciéon de rango completo hace sobreentender que el niimero de restric-
ciones de nuestro problema es menor que el nimero de variables, m < n. De esa forma, es posible
aplicar el teorema de la funcién implicita y despejar unas variables, m, en funcién de las restantes
n — m, lo que es necesario para demostrar el teorema anterior. Si n = m y se da la condicién
de rango completo, nuestro punto x* es el tinico punto del conjunto de oportunidades, o bien es
un punto “aislado” de otros puntos del mismo y por tanto, su entorno consiste inicamente en él,
careciendo de sentido los conceptos de méaximo o minimo local. El caso de m > n no es posible,
a no ser que haya restricciones que dependen de las demds, por lo que no aportarian nada y se
podrian eliminar. Por otro lado, si no se cumple la condicién de rango completo, puede ocurrir que
determinemos valores de A*, pero que no sean tinicos.

Al igual que ocurre en el caso irrestricto, también en el problema restringido existen condiciones
de segundo orden que pueden garantizar la optimalidad para la funcién f de los puntos que hemos
obtenido a partir de los puntos criticos de la funcién de Lagrange. Inicialmente podriamos pensar
que esa condicién suficiente deberia aplicar las condiciones suficientes de los problemas irrestrictos
a la propia funciéon de Lagrange, es decir, exigir que la matriz hessiana de la funcién de Lagrange
tuviese el signo correspondiente. Esta matriz hessiana viene dada por:

H,L(x*,A")  Jg(x)
HL(x*, A%) =

Jg(x*)t 0

Dada la forma especial de esta matriz, debido a la caja nula de la parte inferior derecha, se puede
demostrar que siempre es indefinida. Por ello, no es posible trabajar unicamente con la funcién
de Lagrange. De cualquier forma, hay que tener en cuenta que sélo necesitamos exigir condiciones
de convexidad en un entorno factible de nuestro punto. Por ello, la condiciéon de segundo orden,
también supone condiciones sobre la matriz hessiana, pero sélo en la parte que corresponde a las
variables originales del problema (x). Ademds, como s6lo nos interesan las direcciones factibles a
partir del punto x*, la forma cuadréatica generada por dicha matriz se tomard restringida a una
condicién que garantiza que comparamos el candidato a éptimo sélo con los puntos de su entorno
que pertenecen al conjunto de oportunidades del problema.
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Teorema 2.10: Condicién suficiente para PRI

Si (x*,A\*) es un punto critico de la funcién de Lagrange asociada al problema (PRI ), una
condicidn suficiente para que x* sea un maximo (resp. minimo) local del problema es que
la forma cuadratica:

h'H, L(x*,\*)h Zf: G (x*, X*)hih;

0x;0x;
g=ll =il J d

restringida a:  Jg(x*)'h =0,

sea definida negativa (resp. positiva).

Veamos la utilidad de dichas condiciones necesarias y suficientes sobre el ejemplo de la empresa
Kubica:

Ejemplo 2.6: Kubica. Resolucién del problema con restriccién de igualdad

Dado el problema de la empresa Kibica, con la condicién impuesta en el Ejemplo 2.5, debida
a problemas de suministro y abastecimiento, se pide:

a) Obtenga el(los) punto(s) critico(s) del problema, a partir de la funcién de Lagrange.
b) Compruebe si dicho(s) punto(s) critico(s) cumple(n) las condiciones suficientes.

Solucién

a) Recordemos que la funcién de Lagrange viene expresada por:

L(z,y,\) = 2503 yT — 22 — 3y — A <y — ‘;’m> .

Para la determinacién de los puntos criticos, deberemos calcular su gradiente, respecto
de las tres variables x, y y A, e igualarlo a cero. De aqui, obtendriamos un sistema de
tres ecuaciones con tres incégnitas, del que podremos obtener los puntos criticos, si

los hay:
W(%y’)‘) - %x—%yi -2+ 3x=0,
2N 5,y ) = Babyt —3-A=0,
OL(x,y,\
LG 5,47 3) = = (4 $0) =0

En las dos primeras ecuaciones podemos despejar A en funcién de = e y. Por otra
parte, de la tercera ecuaciéon podemos despejar y en funcién de x:

A=-2 (gx Syt _2)
wiy~1 -3,

[\
01
Mw

=72z
x.

N o

Igualando las dos primeras y sustituyendo en la misma el resultado de la tercera:

1 3
2 I -1
—— 5507 §x -2 | = §x% §x - 3.
313 2 4 2
A partir de esta ecuacion, obtenemos x = 8,8699, y = 13,3048 y A = —1,142857,

que es el punto critico de la funcién de Lagrange y, por tanto, candidato a éptimo de
nuestro problema.

Wi
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b) Una vez obtenido el tinico punto critico, deberemos comprobar si cumple la correspon-
diente condicion suficiente para maximo, ya que deseamos maximizar nuestra funcién
de beneficios. La matriz hessiana de la funciéon de Lagrange, con respecto a las varia-
bles originales del problema, (z,vy), seria:

50 —5 1 2
— yl‘ 3 y 4 ﬁﬂj 3 y
H(z’y)ﬁ(ﬂz Y, )\) =

En este caso, la matriz coincide con la matriz hessiana de nuestra funcién original.
Este hecho no tiene por qué ocurrir siempre: sélo se dard cuando todas las restric-
ciones sean lineales, como en nuestro caso, y ya conociamos que la hessiana de la
funcién de beneficios generaba una forma cuadratica definida negativa. La condicién
suficiente consiste en restringir esta forma cuadrética, sustituida en el punto critico,
a la restriccién Jg(x*)"h = 0, que en nuestro caso se transforma en:

ha

Como la matriz inicial, sin restringir, es definida negativa, al restringirla lo continuara
siendo, y en consecuencia, podemos concluir que dicho punto es maximo local de
nuestro problema. Por otra parte, vimos anteriormente que este problema satisface
las condiciones del teorema local global, por lo que el maximo que hemos obtenido es
global.

Asi pues, la politica éptima de Kibica consiste en utilizar 8,87 toneladas de la primera
materia prima y 13,30 toneladas de la segunda materia prima. Con ello, se consigue
un beneficio éptimo de 41,18 unidades monetarias. Ademds, con estos niveles de uso
de materias primas, la producciéon del bien es de 3.953,44 unidades, los ingresos son
de 98,84 unidades monetarias y los costes de produccion se elevan a 57,65 unidades
monetarias. En la Figura 2.3 puede verse la representacién tridimensional del proble-
ma. La restriccién lineal es el plano, cuyo corte con el contorno de la funcién objetivo
forma la curva negra. El nuevo éptimo estd en el punto més alto de esa curva. La
proyeccién de la curva sobre el plano zy es la recta azul.

Figura 2.3: Representacién gréfica, en 3D, de la funcién objetivo y la restriccion.
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Podemos ver también el problema mediante las curvas de nivel y la restriccién sobre el
plano, ya que es un problema de dos variables. Podemos observar en la Figura 2.4 que
nuestra restriccion es una recta, que solo consideraremos en el cuadrante positivo pues
(aunque no estdn explicitas las condiciones de no negatividad) el problema sélo tiene
sentido en esa zona. Por otro lado, las curvas de nivel van creciendo desde CN15,
CN30, CN45... y obtenemos nuestro maximo en el dltimo punto de contacto de la
restriccién con las curvas de nivel, cuando éstas se mueven en sentido creciente de su
valor.

50

40 B(z,y) =15

B(z,4) = 30
I (z,y)

20

ar (z,y) =41

Figura 2.4: Representacion grafica, en 2D, de las curvas de nivel de la funcién objetivo y la
restriccién.

En la préactica, cuando se trabaja con problemas de unas dimensiones mas grandes que en el
ejemplo anterior, las condiciones de primer y segundo orden anteriormente expuestas dejan de
ser operativas como forma de determinar analiticamente los éptimos de los problemas. En estos
casos, tendremos que recurrir a programas que incluyan los métodos de optimizacién (exactos o
aproximados) que mds se ajusten a cada problema. Veamos a continuacién un ejemplo del uso del
programa Lingo sobre el problema de la empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A.

Ejemplo 2.7: Fabricando tinta. Restricciones de igualdad

La empresa del Ejemplo 2.4, Vaya Tintas que Llevas, S.A., estima que el coste de los
pigmentos y colorantes para cada tipo de tinta (en euros por litro producido) es el que
aparece en la Tabla 2.1. La empresa desea destinar exactamente 60.000 € a la adquisicién
de los pigmentos y colorantes. ;Cudles serian ahora los precios, producciones e ingreso
optimos?
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Tipo de Tinta | Coste (€/1)
CcoL 350
PIG 400
ACU 200
ECO 250
cuv 300

Tabla 2.1: Coste de adquisicién de pigmentos y colorantes

Solucién
Como los costes de los pigmentos y colorantes dependen de las cantidades producidas, la

restriccién que asegura que se satisfaga exactamente la cuantia destinada a su adquisicién
es la siguiente:

350(120 — 0,06 * pcor) + 400(135 — 0,07 % ppre) + 200(50 — 0,02 * pacw )+
+250(75 — 0,03 * prco) + 300(100 — 0,05 x poyy) = 60000.

Por lo tanto, el nuevo modelo para este problema queda como sigue:

Max I(pcor,ppI1G,PACU,PECO;PCUV) =
= (120 — 0,06 * pcor)pcor + (135 — 0,07 * ppra)ppra+
+(50 = 0,02 * pacv)pacu + (75 — 0,03 * ppco)peco+
+(100 — 0,05 * pcuv )pcuv

s.a 350(120 — 0,06 * pcor) + 400(135 — 0,07 * pprc)+

+200(50 — 0,02 * pacy) + 250(75 — 0,03 * prco)+

+300(100 — 0,05 * peyy) = 60000.

Introduzcamos el modelo en Lingo, siguiendo la notacién que usamos en el Ejemplo 2.4:

Lingo: Enunciado (restriccién de igualdad)

[Ingreso] Max = Qcol*Pcol+Qpig*Ppig+Qacu*Pacu+Qeco*Peco+Qcuv*Pcuv;
[Costes materias_primas] 350%Qcol+400*Qpig+200*Qacu+250*Qeco+300*Qcuv
= 60000;
[Prod_COL] Qcol
[Prod_PIG] Qpig
[Prod_ACU] Qacu
[Prod_ECO] Qeco
[Prod_CUV] Qcuv

120-0.06%Pcol;
135-0.07*Ppig;
50-0.02%*Pacu;
75-0.03*Peco;
100-0.05*Pcuv;

Nétese que en la modelizacién previa, se han mantenido las restricciones auxiliares que
definen las variables que se emplean para definir la funcién objetivo
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Resolviendo el problema, obtenemos los siguientes resultados en Lingo:

Lingo: Solucién del problema con restricciéon de igualdad

Solucién éptima global encontrada
Valor objetivo: 241.479,00

Precios Producciones

Variable Valor Variable Valor

Pcol 1.236,395 Qcol 45,816
Ppig 1.234,451 Qpig 48,588
Pacu 1.385,083 Qacu 22,298
Peco 1.418,853 Qeco 32,434

Pcuv 1.202,624 Qcuv 39,869

Nuevamente, Lingo nos informa de que se ha encontrado un méaximo global del problema.
En este caso, la empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A. debe vender cada litro de tinta COL
a 1.236,40 €, cada litro de tinta PIG a 1.234,45 €, cada litro de tinta ACU a 1.385,08
€, cada litro de tinta FCO a 1.418,85 € y cada litro de tinta CUV a 1.202,62 €. Con
ello, obtendra unos ingresos diarios de 241.479 €. Con estos precios, la empresa producira
diariamente 45,82 litros de tinta COL, 48,59 litros de tinta PIG, 22,30 litros de tinta ACU,
32,43 litros de tinta ECO y 39,87 litros de tinta CUV.

Comparando este resultado con el del problema irrestricto del Ejemplo 2.4, podemos ob-
servar que el ingreso maximo, como es légico, ha disminuido. Ademads, han aumentado los
precios 6ptimos de venta de todos los tipos de tinta, por lo que, consecuentemente, han
disminuido las cantidades demandadas.

2.3.3. Interpretacion de los multiplicadores de Lagrange

Uno de los resultados mas importantes de la Programacion Matemética, que desarrollamos a
continuacion, es que la valoracién marginal de los recursos, cuyo uso esta fijado por las restricciones,
viene dada por los multiplicadores de Lagrange, también denominados variables duales, asociados
a las mismas. Dado el problema PRI,

Maz  f(x)
s.a  g(x)=b,

para distintos valores del término independiente de las restricciones (vector b), se obtendrian,
légicamente, distintas soluciones 6ptimas del problema. Consideremos entonces la solucién éptima
como una funcién del vector b, que seréd diferenciable si se verifican las condiciones suficientes de
optimalidad:



Por lo tanto, los valores éptimos de la funcién objetivo pueden considerarse, como una funcién
de b, f(x(b)), e igualmente la funcién vectorial de las restricciones, g(x(b)). Con estas notaciones,
podemos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.11: Interpretacién de los multiplicadores éptimos

Si (x*,\*) es una solucién dptima del problema (PRI ), entonces, para cadai=1,...,m,

1o OFCx(b))

! 0b;

Por lo tanto, la variacién del valor éptimo de la funcién objetivo f(x*) producida por variaciones
infinitesimales del término independiente de una restriccién, estd representada por el multiplicador
optimo de Lagrange A} asociado a la misma. En otras palabras, el valor é6ptimo del multiplicador
de Lagrange asociado a una determinada restricciéon nos proporciona una medida de la sensibilidad
del valor 6ptimo de la funcién objetivo ante cambios en el recurso de dicha restriccion.

Esta interpretacion general tendra su traduccién econdémica concreta segiin sean la funcién ob-
jetivo y la expresién de las restricciones. Si la funcion objetivo consiste, por ejemplo, en maximizar
la funcién de utilidad del consumidor, sometido a una restriccion presupuestaria de igualdad, el
multiplicador de Lagrange se interpreta como la utilidad marginal por unidad monetaria. Si el
problema consiste en determinar el plan de produccién compatible con la funcién de produccién
de la empresa y tal que el coste de produccién resulte minimo, el multiplicador de Lagrange se
interpretara como el coste marginal de produccién del producto. En general, el multiplicador 6pti-
mo puede interpretarse como la medida del “pago” méximo que podria efectuarse a cambio de un
desplazamiento de la restriccién. Supongamos, por ejemplo, que el problema consiste en maximizar
el beneficio eligiendo los niveles de factores productivos y de produccion, sujetos a la limitacién
impuesta por la cantidad disponible de un factor, b. En este problema, A* mide la rentabilidad
marginal del factor o la tasa a la que aumenta el beneficio méaximo como consecuencia de un pe-
queno incremento en la cantidad fija del factor. Por consiguiente, \* mide la cantidad maxima que
la empresa estaria dispuesta a pagar por el incremento en el factor, ya que, si pagase menos, el
resultado serfa un incremento neto en el beneficio, pero si pagase més, se produciria una reduccién
neta del mismo. Por esta razén, a A* se le puede denominar precio sombra del factor, utilizandose
dicho adjetivo para indicar que el precio puede diferir del precio real del mercado.

En cualquier caso, del Teorema 2.11 se derivan las siguientes interpretaciones del multiplicador
optimo de Lagrange, segiin su signo:

si b; crece f crece,
SiAf >0

si b; decrece f decrece,

si b; crece f decrece,
SiAf <0

si b; decrece f crece.

Interpretemos seguidamente los multiplicadores 6ptimos obtenidos en los Ejemplos 2.6 y 2.7
que hemos tratado en esta seccién:
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Ejemplo 2.8: Interpretando los multiplicadores 6ptimos

2)

En el Ejemplo 2.6, vimos que el multiplicador de Lagrange 6ptimo asociado a la
restriccién del problema es A* = —1,142857. Recordemos que la restriccién relaciona
las cantidades utilizadas de ambas materias primas (el pedido mensual de la segunda
materia prima sea exactamente un 50 % mayor que el de la primera materia prima):

3
y—im:O.

Por lo tanto, la interpretacién del valor del multiplicador éptimo nos dirfa que si
incrementamos ligeramente el término independiente de la restriccion, 0, y pasara a
ser un valor algo mayor (por ejemplo, 0,1), entonces el valor 6ptimo de la funcién
objetivo decrecera, por ser el multiplicador negativo. ;En cudnto decrecerd? Pues,
aproximadamente, en —1,14 % 0,1 unidades monetarias. La razén de usar la palabra
“aproximadamente” en la afirmacién anterior es que estamos usando el valor de una
derivada y la interpretamos como un cociente de incrementos finitos. De hecho, si
resolvemos el problema nuevamente con la restriccion y = %x + 0,1 comprobamos que
el nuevo valor 6ptimo de la funcién objetivo es 41,07 en lugar del obtenido previamente,
que era 41,18. Por lo tanto, nuestra pérdida es de 0,11 unidades monetarias, que no
coincide exactamente con —1,14 % 0,1, aunque son valores muy parecidos, y lo seran
aun més cuanto menor sea el incremento considerado. Desde el punto de vista de la
empresa, el multiplicador 6ptimo nos permite extraer dos conclusiones.

s El primer lugar, pasar de utilizar justo un 50 % mds de la segunda materia prima
que de la primera, a utilizar un poco més de ese 50 %, serfa perjudicial para la
empresa, ya que disminuiria su beneficio 6ptimo.

= En segundo lugar, de lo anterior se deduce que a la empresa le interesaria utilizar
menos de ese 50 % més de la primera materia prima que de la segunda para
aumentar su beneficio.

Por otro lado, la salida que proporciona el programa Lingo es mas completa que la
que se mostré en el Ejemplo 2.7. Concretamente, tras las informacion sobre las varia-
bles éptimas, hay otro bloque relativo a las restricciones del problema. En este caso,
tendriamos los datos siguientes (hemos omitido los correspondientes a las restricciones
instrumentales, ya que no son restricciones originales del problema):

Lingo: Solucién del problema con restriccién de igualdad

Fila Holgura Precio dual

INGRESO 241.479,0 1,000000

COSTES_MATERIAS_PRIMAS  0,000000 1,350826

La fila INGRESO se refiere a la funcién objetivo, y devuelve su valor opti-
mo, que ya habiamos visto anteriormente. En cuanto a la fila de la restriccién
COSTE_MATERIAS_PRIMAS, la holgura igual a 0 nos indica que dicha restriccion se satis-
face con igualdad, cosa que es obvia en este caso (veremos en la seccién siguiente que
las holguras nos permitirdn identificar las restricciones activas e inactivas en el 6ptimo
del problema). Finalmente, el precio dual es el multiplicador de Lagrange éptimo de
la restriccion. En este caso, su valor es A* = 1,35. Por lo tanto, si la empresa Vaya
Tintas que Llevas, S.A. decide destinar més de 60.000 € a la adquisicién de pigmentos

o7




y colorantes, el ingreso 6ptimo crecera. Aunque, como ya hemos visto, el multiplica-
dor 6ptimo es el ingreso marginal, su valor mayor que 1 puede hacernos pensar que
merece la pena aumentar esa cantidad, ya que los ingresos tienden a aumentar en
mayor proporcién que el gasto en materias primas. En efecto, si resolvemos el mismo
problema con una restriccién presupuestaria de 60.001 €, veremos que el ingreso 6pti-
mo es de 241.480,30 €, es decir, 1,30 € por encima del 6ptimo anterior. En cualquier
caso, como el multiplicador es un concepto local dado por una derivada, no se puede
extrapolar de forma general su interpretacién para incrementos “grandes” del recurso
correspondiente, debiendo comprobarse el efecto de dicho incremento resolviendo el
problema de nuevo.

Nota. En los problemas de minimo, podemos tomar dos acciones alternativas. La primera, y
posiblemente la méas recomendable para sélo tener que usar unos resultados tedricos, consiste en
cambiar el signo de la funcién a minimizar, y maximizar la resultante. En este caso, los valores de
las variables de decisién que maximizan el problema cambiado de signo son los mismos que para
nuestra funciéon a minimizar original, aunque el valor 6ptimo de la funcién objetivo se obtendra con
el signo contrario al real. La segunda posibilidad consiste en definir la funcién de Lagrange como:

L(x,\) = f(x) + X'[g(x) - b],

en cuyo caso, cambiaran los resultados obtenidos y se verifica que A} = —w.

No obstante, para los problemas con restricciones de igualdad, no es necesaria la resolucién
de ambos problemas, pues los 6ptimos se obtienen sin mas que considerar la condicién suficiente
apropiada para los problemas de maximizar y minimizar, tal como fue expuesta en el Teorema
2.10. Esto no ocurrird en el problema general que sera estudiado en el préximo epigrafe y deberan
resolverse dos problemas distintos si deseamos minimizar y maximizar nuestra funcién, a fin de
evitar ciertas complicaciones en la aplicacion de los resultados teéricos.

2.4. Caso sujeto a restricciones de desigualdad

El objetivo de la presente seccién es aportar conceptos, ideas y procedimientos para la reso-
lucién del problema general de (PNL). En primer lugar, recordamos su formulacién y haremos
diversas consideraciones sobre ella. El problema general de programacién no lineal consiste en en-
contrar los valores de ciertas variables que maximizan o minimizan una funcién dada, dentro de un
conjunto definido por una serie de restricciones de desigualdad, de forma que no hay condiciones
de linealidad sobre la funcién a optimizar o sobre alguna de las funciones que definen el conjunto
de oportunidades, dentro del cual buscamos dicho éptimo. Es decir, el problema consiste en:

Maz f(xlax%"'axn)
gl(x17w27‘“7xn) S bl
gg(xl,xg,...,xn) S bg

S.a

Im (1, %2, ey Zy) < by

0, de forma abreviada,
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El conjunto de oportunidades X es el que sigue:
X = {x € D/g(x) < b},

Supondremos, al igual que en el epigrafe anterior, que las funciones f y g son de clase 2 en D
vy que éste es un conjunto abierto.

Los problemas de programacion no lineal son muy representativos de las circunstancias en las
que se desenvuelve la actividad econémica y empresarial. Normalmente, se dispone de cantida-
des limitadas de recursos, pero sin la obligacién de emplearlas en su totalidad, si ello no resultase
adecuado. Por consiguiente, es posible pensar en soluciones factibles y 6ptimas que no saturen nece-
sariamente todas las restricciones, dejando un excedente inutilizado del recurso cuya disponibilidad
limitan.

Se debe tener en cuenta que la formulacién dada para (PN L) engloba todo tipo de problemas:

1. La funcién objetivo ha sido formulada para maximizar. Si nuestro problema es de minimizar,
y con el fin de no repetir formulaciones y resultados, simplemente cambiaremos el signo de
la funcién objetivo y maximizaremos la funcién resultante.

2. El sentido de las desigualdades (<) es tinicamente cuestiéon de convenio. Una restriccién con
la desigualdad contraria puede reducirse a una del tipo anterior sin mas que multiplicar por
(-1). Por otra parte, una restriccién de igualdad puede reemplazarse por dos de desigualdad.
Por ejemplo, g(x) = b se convierte en g(x) < by —g(x) < —b. Cuando trabajemos con Lingo,
debemos tener en cuenta que admite todo tipo de restriccion, sin necesidad de que éstas sean
modificadas, como veremos posteriormente.

3. En ocasiones, para que el problema sea econémicamente significativo, es necesario que las
variables de decisién sean no negativas, es decir, x > 0. Estas restricciones las trataremos
como el resto de las restricciones.

Para resolver nuestro problema analiticamente, serd imprescindible el uso de la ya definida
funciéon de Lagrange, que para nuestro problema de maximizar con restricciones de desigualdad
queda como sigue:

L:DxR"™ >R
L(x,) = f(x) — X'[g(x) — b],

donde A es el vector de multiplicadores asociado al bloque de restricciones del problema, también
denominados, en este caso, multiplicadores de Kuhn-Tucker.

Puede verse que esta funcién mantiene muchas de las propiedades expresadas en el epigrafe
anterior. Una de las propiedades que nos serd de gran ayuda en la interpretaciéon de nuestros
procedimientos de resolucién, asi como en el analisis de soluciones, es la referente a la sensibilidad
del valor 6ptimo de nuestra funcién objetivo ante cambios en el vector de recursos:

Al objeto de analizar en profundidad las propiedades y posibilidades de resolucién del problema
de PNL, sera necesario en algunos casos distinguir entre las restricciones que se verifican con
igualdad en el 6ptimo y las que se verifican con desigualdad estricta. Asi, recordemos que la
restriccion g;(x) < b; es activa en un punto factible x¢ (también decimos que xg satura dicha
restriccion), si verifica g;(xo) = b;.

En lo que resta de este epigrafe, expondremos las condiciones necesarias y suficientes para
encontrar los éptimos de nuestro problema. Veremos que dichas condiciones pueden dar lugar a
procesos complejos para la determinacion practica de los éptimos, especialmente cuando crece el
numero de variables y, sobre todo, el nimero de restricciones. Por ello, se buscaran procedimientos
alternativos para la resolucién del problema. Uno de ellos es conocer, previamente a la resolucion,
las restricciones que son activas en el éptimo. Obviamente, esto es dificil de saber en un problema
de mas de dos variables, pero en el caso de dos variables, podemos basarnos en la representacién
grafica de las restricciones y las curvas de nivel de la funcién objetivo. Este andlisis grafico no
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s6lo nos permitird conocer las restricciones activas en el 6ptimo de estos problemas, sino que
también nos permitird analizar y comprender qué ocurre realmente en la optimizacion de problemas
mas grandes. En el caso en que se puedan identificar estas restricciones activas en el éptimo,
reduciremos el problema al tipo estudiado en los epigrafes anteriores, aunque, como veremos, con
ciertos condicionantes. Otro de los procedimientos alternativos, posiblemente el mas cémodo, y el
que utilizaremos més frecuentemente, es el uso de un programa de ordenador para su resolucién.

2.4.1. Cualificaciones de restricciones.

Recordemos que en el Teorema 2.9, la denominada condicién de rango completo nos permitia
obtener condiciones necesarias para el problema con restricciones de igualdad. Pues bien, en el
caso del problema general, veremos que necesitaremos algo similar. Asi, para que se verifiquen
ciertas propiedades deseables en ciertas zonas del conjunto de oportunidades, serd necesario formu-
lar condiciones similares a aquellas, pero ahora para problemas con restricciones de desigualdad.
Estas condiciones reciben el nombre genérico de cualificaciones de restricciones. En esta seccién
enunciaremos dos de las méas empleadas en la literatura.

En el caso en que no tuviéramos asegurada la diferenciabilidad de las funciones que definen las
restricciones, la cualificacién mas usada es la denominada cualificacién de restricciones de Slater
tipo 1:

Definicion 2.4: Cualificacion de restricciones de Slater tipo 1

Dado el problema (PNL), se dice que se satisface la cualificacién de restricciones de Slater
tipo 1 (en X) si g es convexa en X y existe un x € X tal que g(x) < b (es decir, el conjunto
de oportunidades tiene interior no vacio).

El caso en el que las funciones de restriccién g son diferenciables ofrece muchas mas posibilida-
des. Como expusimos en el caso anterior, conviene centrar la atencién en un punto en particular
x* del conjunto de oportunidades. Denotaremos por Iy« el conjunto de indices correspondientes a
las restricciones activas en x* y por Jyx« el de las inactivas:

Li- ={ie{1,...m}/g:(x*) = b;},
Joo ={i € {1,...,m}/g:(x*) < b;}.

Esta distincién se debe a que, al estudiar un problema cerca de un posible 6ptimo, nos interesara
determinar las direcciones en las que podremos movernos sin salirnos del conjunto de oportunidades
(direcciones factibles), y parece claro que ningiin movimiento suficientemente pequefio causara la
violacién de una restriccién no activa. La cualificacién de restricciones que utilizaremos en el caso
diferenciable es:

Definicién 2.5: Cualificacion de Restricciones de la Independencia Lineal

Dado el problema (PNL), se dice que se satisface la cualificacién de restricciones de la
independencia lineal en x* si el conjunto D es abierto, g;, para ¢ & Ix«, son continuas en x*
y los vectores Vg;(x*), para i € Ix«, son linealmente independientes.

Esta cualificacion es, de hecho, la mas usada en Programacién Matematica ya que resulta
ser, con diferencia, la mas facil de verificar, toda vez que se reduce a calcular el rango de la
matriz jacobiana de las funciones de restricciones activas en el punto, y que éste sea completo.
Ademas, impone condiciones sélo de caracter local, ya que conlleva inicamente un requisito sobre
los gradientes de las restricciones activas en el punto en cuestién, contrastando con el caracter
global de la otra cualificacién. En general es dificil comprobar en un problema real que se satisface
la cualificacion de restricciones en todos los puntos, o detectar aquellos en los que no. En los
problemas que se utilizan en este capitulo, siempre se satisfacen, y no lo comprobaremos. En la
préctica, los programas informaticos utilizados encontraran los éptimos del problema, aunque éste
esté en un punto que no satisfaga estas cualificaciones.
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2.4.2. Puntos estacionarios.

Procedemos entonces, tras haber establecido ciertos conceptos béasicos en la seccién anterior,
a establecer condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para nuestro problema (PNL).
Empezaremos definiendo el concepto de punto estacionario de Kuhn-Tucker para nuestra funcién
de Lagrange L. Tras ello, estudiaremos su relacién con las soluciones del problema (PNL). Como
veremos, la cualificacién de restricciones se utilizara en la condicién necesaria, mientras que las
propiedades de convexidad se usaran en los teoremas de suficiencia.

Asi pues, definimos:

Definicion 2.6: Punto estacionario de Kuhn-Tucker

Dados el problema (PNL) y la funcién de Lagrange £ asociada a él, (x°,A”) € D x R™ es
un punto estacionario de Kuhn-Tucker si verifica las llamadas condiciones de Kuhn-Tucker,
dadas de dos formas equivalentes:

Vi L(x%, A% =0 & Vof(x%) —JgNOA=0; (a)

VALEOAY) >0 & g(x%) <b; (b)
MIVLLIAY) =0 < AY(g(x%) —b) =0; (c)
A >0 s A’>o. (d)

Una vez definido el concepto de punto estacionario de Kuhn-Tucker, podemos formular la
condicién necesaria que deben cumplir las soluciones del problema (PN L), es decir, el teorema en
el que se establece qué condiciones deben verificar necesariamente los éptimos de (PNL).

Teorema 2.12: Condicién necesaria de éptimo de (PNL)

Sea x* un dptimo local de (PNL) en el que se verifica la cualificacion de restricciones
de independencia lineal. Entonces, existe un vector de multiplicadores A* € R™, tal que
(x*,\*) es un punto estacionario de Kuhn-Tucker para la funcién de Lagrange asociada al
problema.

Gracias a la formulacién de punto estacionario de Kuhn-Tucker, este teorema afirma que, si
se verifica la cualificacién de restricciones de independencia lineal en x*, entonces necesariamente
todo éptimo local del problema es un punto estacionario de Kuhn-Tucker. Por lo tanto, es posible,
aunque poco probable en casos practicos, que el 6ptimo del problema se encuentre en un punto
que no satisface la cualificacién de restricciones, y que no es un punto estacionario.

Antes de exponer las condiciones suficientes para nuestro problema, vamos a detenernos en
estudiar ciertos detalles, tanto de la definicién de punto estacionario, como del teorema que nos
ofrece las condiciones necesarias para (PN L), relaciondndolo con los conceptos equivalentes para
el problema (PRI) expuesto en el epigrafe anterior, para comprobar la similitud entre ellos.

= Es fdcil comprobar la similitud de la condicién (a) con la condicién VyxL(x,A) = 0 del
problema (PRI).

= Respecto de la condicién (b), recordemos que, en el problema (PRI), la condicién VyL(x, A) =
0 nos devolvia las restricciones de igualdad del problema. Andlogamente, ahora la condicién

(b) nos devuelve las restricciones de desigualdad del problema (PNL).

= La condicién (d) exige que todos los multiplicadores deben ser no negativos, lo cual, si lo
analizamos detenidamente, es facil de justificar. Si existiera algin A} < 0, de acuerdo con la
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expresion

una disminucién del valor de b; originarfa un aumento del valor de la funcién objetivo en el
maximo. Si la disminucién de b; es suficientemente pequena, el conjunto de oportunidades
resultante es un subconjunto del de partida. Luego si el valor éptimo de la funciéon objetivo
aumentase en dicho subconjunto, ello estaria en contradiccién con que x* fuera el méximo
del problema original.

= La condicién (c¢), denominada condicién de holgura complementaria, puede parecer, inicial-
mente, la que mds difiere de las condiciones vistas para el problema (PRI). Sin embargo,
lo que hace realmente es aclararnos el comportamiento del punto éptimo respecto de las
restricciones activas. En efecto, la condicién (¢) implica que:

A (g(x") =b) =Y Ai(gia™) = b;) = 0.
=1

Por otro lado, de las condiciones (b) y (d) se deduce que todos los sumandos de la suma
anterior son no positivos, ya que el primer factor es no positivo por (b) y el segundo es no
negativo por (d). Por lo tanto, si la suma es igual a 0, cada uno de los sumandos debe ser 0:

MN(gi(z*) = b;) =0 i=1,..,m.

De estas condiciones de holgura complementaria podemos extraer las siguientes conclusiones:

e Silarestriccién i-ésima es activa, (g;(x*)—b;) = 0, entonces se deberd determinar el valor
del multiplicador 6ptimo correspondiente a través del resto de las ecuaciones resultantes
de las condiciones de punto estacionario de Kuhn-Tucher, sabiendo que A} > 0. En este
caso, es muy usual que A} sea estrictamente mayor que cero.

e Si la restriccién i-ésima es inactiva, (g;(z*) —b;) < 0, entonces el valor del multiplicador
es nulo, A} = 0.

Analizadas las condiciones de punto estacionario de Kuhn-Tucker, formularemos las condiciones
suficientes, es decir, el teorema que afirma bajo qué condiciones un punto estacionario de Kuhn-
Tucker es maximo global del problema.

Teorema 2.13: Condicién suficiente de 6ptimo de (PNL)

Supongamos que D es un conjunto abierto y no vacio en R". Sea x* un punto factible. Su-
pongamos que f es céncava en D y que el conjunto de oportunidades X = {x € D/g;(x) <
bi,i = 1,...,m}, es un conjunto convexo. Ademds, supongamos que se verifican las con-
diciones de Kuhn-Tucker en (x*,A*). Entonces, x* es una solucién global del problema
(PNL).

Este teorema admite una formulacién similar para el problema de minimo, con las correspon-
dientes definiciones de los puntos estacionarios, y suponiendo que la funcién f sea convexa.

Con el fin de mostrar el proceso en la resolucién de un problema no lineal con desigualdades,
exponemos a continuacién un ejemplo, aunque en este caso no posea enunciado econémico:

Ejemplo 2.9: Problema no lineal

Resuelva el siguiente problema utilizando las condiciones de punto estacionario de la funcién
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de Lagrange para problemas con restricciones de desigualdad:

Max xy
s.a y<-z2+4 (R1)
y>z—1 (R2)

x>0 (R3)

y>0 (R4).
Solucion

Aunque el enunciado no nos pide analizar el cumplimiento de los teoremas de Weierstrass
y local global, siempre debe hacerse para poder avanzar con algin conocimiento de lo que
nos podemos encontrar.

El conjunto de oportunidades es cerrado, puesto que las desigualdades contienen la igualdad,
y es acotado puesto que (R1), (R2) y (R3) no nos permiten alejarnos hasta el infinito, o
dicho més formalmente, puesto que se puede encerrar en una bola de radio finito (en la
Figura 2.5 aparece el conjunto de oportunidades sombreado en azul). La funcién objetivo es
continua. Por todo ello, podemos decir que se verifica el teorema de Weierstrass y tenemos
asegurada la existencia de solucién global.

Por otra parte, el conjunto factible es convexo, puesto que cada restriccion define un con-
junto convexo. Pero la funcién objetivo no es céncava, ya que su matriz hessiana no es
definida negativa, sino indefinida, con lo cual no podemos aplicar el teorema local global
para maximo. Por lo tanto, pueden existir maximos locales que no sean globales.

Vamos a aplicar las condiciones de punto estacionario, sin tener en cuenta, de momento,
la representacién grafica del conjunto de oportunidades y las curvas de nivel de la funcién
objetivo, aunque como veremos posteriormente, en estos casos nos facilitard bastante la
labor.

Para determinar los puntos estacionarios de Kuhn-Tucker, hemos de construir la funcién
de Lagrange y aplicar las condiciones necesarias de punto estacionario. Pero antes, hemos
de convertir todas las restricciones en desigualdades del tipo <, con lo cual el problema
quedaria:

Max zy
s.a  y<-z22+4 (R1)
r—y<1 (R2)

—x <0 (R3)

-y <0 (R4).
La funcién de Lagrange asociada es:
E(LE, Y, >‘17 >\2a )‘37 A4) =Y — Al(y =+ IZ - 4) - AQ(‘T Y- 1) - )\3(*(1}) - >\4(7y)7

y las condiciones necesarias de punto estacionario correspondiente a los bloques (a) y (b)
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serian:

VN gpa xy =0 2.)

M:w—)\l—i—/b-l-)w:o (22)
dy

0Ly A) _ ()4 a2 gy> 0 (2:3)
o\

OL(x,y, X)

IEIYAN) (o y—1)> 2.4
7 (@—y—1)>0 P2
OL(x,y, X)

NN, ([ — >
o (—2) >0 (2.5)
OL(x,y, X)
IS IN (L) > 0. 2
oy (=y) =0 (2:6)

Las condiciones de holgura complementaria son:

AL (x,y, A A =0
)\1%2—)\1(3;4-]}2—4):0@ (27)
y+z2=4
OL(z,y, A A2 =0
)\Q%Z—Ag(l‘—y—l):()@ (28)
T—y=2
AL (z,y, A A3 =0
; (mi’ ) _ M(-2) =0 (2.9)
rz=0
AL (z,y, A Ay =0
M (;”Ai’ ) _ na(ey) =0 (2.10)
y=0,

y, por ultimo:
)\17 )\27 )‘3a )\4 > 0.

Por tanto, para obtener todos los puntos estacionarios de Kuhn-Tucker, deberemos determi-
nar aquellos valores de (z,y, A1, A2, A3, A1) que cumplan tanto las restricciones de igualdad
como de desigualdad. El procedimiento a seguir consistird en considerar tinicamente, por
el momento, las condiciones de igualdad generadas y resolver dicho sistema de ecuaciones,
comprobando con posterioridad que se cumplen las desigualdades restantes (que aseguran
que el punto pertenezca al conjunto de oportunidades y que los multiplicadores de Kuhn-
Tucker sean no negativos).

Si nos centramos en las restricciones de igualdad, vemos que son 6, el mismo niimero que
variables a determinar. Este hecho siempre se dara. Las 6 ecuaciones corresponden a las dos
primeras:

y—2)\1x—)\2+)\3 :0, (211)
I*)\1+A2+>\4:O, (212)
junto con las 4 condiciones de holgura complementaria. Sin embargo, observamos que cada

una de estas tltimas se descompone en dos. Por ejemplo, para cumplirse la primera de ellas,
—A1(y+ 2% —4) = 0 puede ocurrir que A\; = 0, o bien que (y+ 22 —4) = 0. Esto adem4s nos
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informa de dos posibles opciones: que la restriccién sea inactiva o bien que se obligue a que
dicha restriccién sea activa. Todo esto hace que nuestro sistema inicial a resolver se desdoble
en 2% sistemas distintos (2 debido a las opciones en la que se descompone cada condicién de
holgura complementaria y 4 por ser el niimero de condiciones de holgura complementaria
que poseemos):

Sistemal | Sistema2 | Sistema3 | Sistemad | Sistemab | Sistema6
(2.1) (2.1) (2.1) (2.1) (2.1) (2.1)
(2.2) (2.2) (2.2) (2.2) (2.2) (2.2)

A =0 A =0 A =0 A1 =0 A =0 A =0
A =0 A =0 A =0 Ao =0 T—y= T—y=
A3 =0 A3 =0 x=0 x=0 Az =0 Az =0
A =0 y=0 A =0 y=20 A =0 y=0
SistemaT | Sistema8 | Sistema9 | SistemalQ | Sistemall | Sistemal2
(2.1) (2.1) (2.1) (2.1) (2.1) (2.1)
(2.2) (2.2) (2.2) (2.2) (2.2) (2.2)
A1 =0 M=0 |y+22=4|y+22=4|y+2?=4|y+22=4
z—y=1|z—y=1 A =0 A =0 Ao =0 A =0
rz=0 z=0 A3 =0 A3 =0 z=0 z=0
A =0 y=0 A =0 y=20 A =0 y=20
Sistemald | Sistemald | Sistemalb | Sistemal6

(2.1) (2.1) (2.1) (2.1)

(2.2) (2.2) (2.2) (2.2)
y+al=4|y+2?=4|y+2’=4|y+2>2=4
z—y=1|z—y=1|z—-—y=1 | z—y=1

Az =10 A3 =0 =0 =0

Ar=0 y=0 AM=0 y=0

Como puede comprobarse, el trabajo puede ser muy laborioso, incluso cuando no sea muy
complicado. Aunque en este ejercicio simple muchos de los sistemas son faciles de resolver,
no siempre tiene por qué ocurrir lo mismo. Dejamos al lector la resolucién de los sistemas.
Cuando deseamos comprobar si los puntos estacionarios obtenidos son las soluciones 6ptimas
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de nuestro problema, aplicando las condiciones suficientes, no podemos concluir nada pues
nuestra funcién objetivo no es céncava. Sin embargo, si la resolucién de los sistemas diese
como resultado un tinico punto estacionario, podriamos deducir que éste es un 6ptimo global
del problema, ya que el teorema de Weierstrass nos asegura su existencia.

(R1)

(R2)

(R3)

-05

Figura 2.5: Conjunto de oportunidades.

Si observamos la grafica del conjunto de oportunidades en la Figura 2.5, podemos observar
una correspondencia entre cada uno de los sistemas generados con una parte del conjunto
de oportunidades. Veamos algunos ejemplos:

= El Sistema 1 implicaria que todos los multiplicadores fueran nulos, es decir, todas
las restricciones inactivas y por tanto estariamos buscando una solucién interior de
nuestro conjunto de oportunidades.

= El Sistema 5 implicaria que el 6ptimo se encontraria en la zona factible donde la
segunda restriccion fuera activa z —y = 1, con las demds inactivas, es decir el 6ptimo
estaria sobre ese trozo de la recta que es frontera de nuestro conjunto de oportunidades.

= Kl Sistema 13 corresponde al punto de corte de la recta y la parabola.
= Existen otros sistemas imposibles de cumplir, como el Sistema 16.

= etc.

Como conclusiones del ejemplo anterior, podemos observar dos cuestiones. En primer lugar, el
nimero de sistemas de ecuaciones a resolver es alto (incluso con problemas de dimensiones muy
pequeidias) para ser un procedimiento operativo de resolucién de problemas. Esta labor se simpli-
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ficarfa mucho si conociéramos en qué regiéon de nuestro conjunto de oportunidades se encuentra
nuestro éptimo, pues sélo seria necesario resolver uno de dichos sistemas de ecuaciones. En segundo
lugar, una vez determinado el punto estacionario, las condiciones suficientes del Teorema 2.13 son
especialmente exigentes para cumplirse, aunque bien es cierto que su cumplimiento nos aseguraria
un éptimo global. Pero es posible que tengamos un 6ptimo global aunque no se cumplan dichas
condiciones suficientes. Seria conveniente encontrar condiciones de suficiencia local mas faciles de
cumplir, aunque nos aportarian menor informaciéon. Abordaremos estas cuestiones en el resto de
este epigrafe.

2.4.3. Condiciones de suficiencia local

En primer lugar veremos condiciones de suficiencia local en la misma linea de lo mostrado en
el Teorema 2.4.2. Posteriormente, conduciremos nuestro estudio a dar respuesta conjunta a las
dos cuestiones planteadas al final del epigrafe anterior, incluyendo tanto las condiciones necesarias
como las suficientes.

A lo largo de los apartados anteriores, hemos visto que es muy importante el concepto de
restriccién activa en el punto 6ptimo. Es mas, parece claro que, en un analisis local, podemos
ignorar aquellas que no lo son, debido a que estan lo suficientemente lejos del punto como para no
influir en su caracter de éptimo local. El hecho de que a las restricciones no activas se le asignen
multiplicadores de Kuhn-Tucker nulos, elimindndolos asi de la funcién lagrangiana, no hace sino
corroborar esta idea. Un primer resultado de condiciones suficientes locales es el siguiente teorema
(recordemos que Iy~ es el conjunto de restricciones activas en el punto x*).

Teorema 2.14: Condiciones de suficiencia local sobre las funciones de (PNL)

Supongamos que D es un conjunto abierto y no vacio en R™. Sea x* un punto factible y
supongamos que f es céncava en x* y que las funciones g;,1 € Ix«, son convexas y diferen-
ciables en x*. Ademas, supongamos que se verifican las condiciones de punto estacionario
de Kuhn-Tucker en (x*,\"). Entonces, x* es un médximo local del problema (PNL).

Si observamos las condiciones suficientes formuladas hasta ahora, tanto la global como la local,
vemos que exigen la concavidad (global o local) de la funcién objetivo, por lo que no podremos
asegurar nada de nuestro punto estacionario si esta condicién no se cumple. Pues bien, ahora
vamos a deducir condiciones suficientes de optimalidad local, basadas en la funcién de Lagrange,
que relajan algo estas condiciones de concavidad.

Partiendo del problema (PNL), sea x* un punto factible, y supongamos que las restricciones
activas en él, g;,i € Ix~, son diferenciables, y que las no activas g;,j € Jx=, son continuas. Para
analizar la optimalidad de x*, en primer lugar, habra que caracterizar de alguna forma los puntos
factibles que hay en un entorno suyo. Dicho de otra forma, jen qué direccién podremos movernos a
partir de x* para asegurar que no nos vamos a salir del conjunto de oportunidades, si el movimiento
es suficientemente pequenio? Es claro que si g;(x*) < b;, j € Jx~, entonces para todo x en un entorno
suficientemente pequeno de x*, por la continuidad de g;, se verificara g;(x) < b;. Por tanto, ningin
movimiento suficientemente pequeno en ninguna direccién causara la violacién de la restriccién no
activa g;.

Podemos deducir entonces que sélo las restricciones activas g;,¢ € Ix+, imponen alguna res-
triccién efectiva sobre los movimientos factibles. Ademds, al ser las restricciones, en general, no
lineales, un movimiento rectilineo puede no ser admisible, por lo que supondremos que nos movemos
a lo largo de un arco factible (al que también llamaremos perturbacién factible) a(6),6 € [0,~), es
decir, a lo largo de un arco en R™, parametrizado por la variable real 6, de forma que a(0) = x*.
Denotemos por p la tangente a este arco en 6 = 0:

p = a/(0).
La variacién de las funciones g; a lo largo del arco se medird por las derivadas:

d

~50i(cx(6)).
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En particular, en el punto 8 = 0,

d *
—gi(a(0))|  =Vax)'p
de 6=0

Para que los puntos del arco sean factibles, es necesario que esta derivada sea menor o igual
que cero, ya que g; no puede crecer a lo largo de dicho arco. Asi, si denotamos por Jga(x*)! la
matriz cuyas filas estdn formadas por los gradientes Vg;(x*),i € I+, esta condicién se traduce en:

Jga(x*)'p <o.

Sin embargo, esta condicién no caracteriza plenamente a los arcos factibles. Para que esto sea
asi, es necesario incluir alguna cualificacién de restricciones. En este caso, utilizaremos la de la
independencia lineal, que en el problema que nos ocupa equivale a que la matriz Jga(x*)* tenga
rango completo por filas. Si esto sucede, entonces la condicién dada es también suficiente, en el
sentido de que toda direccion p que la satisfaga es tangente a algun arco factible con origen en x*.
Por tanto, dado que se verifica la cualificacién de restricciones, la expresion anterior caracteriza la
tangente de los arcos factibles.

Podemos asi distinguir entre dos tipos de perturbaciones factibles a partir de x*. Aquellas para
las que p verifica Jga(x*)!p = 0 se denominaran vinculantes, mientras que aquellas en las que
Jga(x*)'p < 0 recibirdn el nombre de no vinculantes.

Si nos movemos a lo largo de una perturbacién vinculante, para que x* sea éptimo local, es
facil comprobar que f debe ser estacionaria a lo largo de dicha direccién, es decir, se debe verificar

que:
- ) AVgix") =0,
i€ %

donde A* es el vector de multiplicadores de Kuhn-Tucker asociado a x*.

Ahora bien, si nos movemos a lo largo de una perturbacién no vinculante, podria darse el caso
de un arco a(), tal que Jga(x*)!p < 0. Para que x* sea méaximo local del problema, no puede
suceder que f crezca a lo largo del arco a(6), puesto que ello contradiria la maximalidad de x*.
Debemos pues asegurar que si Jga(x*)!p < 0, f no pueda crecer, hecho que queda asegurado
cuando \* > 0.

Asi pues, las condiciones necesarias de maximo local de x* obtenidas hasta ahora son:

i) g(x*) <b,
i) VI(x") = Yier,. AiVai(x) =0,
i) Af >0, @€ g,
que son, precisamente, las condiciones de Kuhn-Tucker.

Estas son condiciones necesarias de primer orden, puesto que en ellas sélo se utilizan derivadas de
primer orden de las funciones que intervienen en el problema. Se puede llegar mas alld y establecer
condiciones necesarias de segundo orden (en las que también intervengan segundas derivadas de
las funciones). Dichas condiciones necesarias de segundo orden para que x* sea un méximo local
de f, provienen del hecho de que f tenga curvatura no positiva en x* a lo largo de cualquier arco
factible tal que Jga(x*)'p = 0 (y asi f no crece a lo largo de dichos arcos). En este caso, puede

probarse (Gill, Murray y Wright, 1981) que las condiciones necesarias locales de segundo orden
para punto maximo son:

g(x*) <b, gi(x*) =0, (i € Ix),
Jx) = Yier,. A Vgi(x") =0,
>0, i€ I,

i)
ii) V
iii)
iv) la forma cuadrética pt Hy L(x*, A\*)p, restringida a Jgx.(x*)!p = 0, es semidefinida negativa.

Para obtener las condiciones suficientes locales y relajar la condicién de convexidad y concavidad
de los Teoremas 2.13 y 2.14, se han de tener en cuenta dos detalles:
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a) Debemos exigir que la forma cuadritica restringida sea definida negativa, para asi tener
asegurado que lo sigue siendo (por continuidad) cerca de x*, y, por tanto, aseguramos que f
no crece en un entorno del éptimo.

b) El multiplicador de Lagrange correspondiente a la i-ésima restriccién activa mide, como se
ha visto (hasta el primer orden), el cambio que tendria lugar en la funcién objetivo a lo largo
de un arco factible que no fuera vinculante con respecto a la j-ésima restriccion y si lo fuera
con respecto a las demds restricciones activas. Cuando A7 > 0, entonces f decrece a lo largo
de dicho arco. Pero si A} = 0, entonces no podriamos asegurar nada sobre el comportamiento
de f. Asi, las condiciones de suficiencia local toman la forma:

1

g(x*) <b, g(x*)=0b; (i€ Ix),
f(x*) - Zie[x* AiVgi(x*) =0,

i)

i) V

i) Af >0, i€ Ik,
)

iv) la forma cuadritica pt Hx L(x*, A*)p, restringida a Jgx.(x*)'p = 0, es definida negativa.

Por dltimo, para poder admitir multiplicadores nulos, serd necesario garantizar de otra forma
que f tenga curvatura negativa a lo largo de las correspondientes perturbaciones. Ello se consigue,
de forma obvia, no reduciendo la hessiana de la lagrangiana para estas restricciones. Asi, si llama-
mos Jgay(x*)! a la matriz que contiene, por filas, los gradientes de las restricciones activas con
multiplicadores de Kuhn-Tucker estrictamente positivos, las condiciones suficientes quedan como
sigue:

i) g(x*) <b, gi(x*)=0b;, (i €Ix),
ii) Vf(x*)— Zielx* AiVgi(x*) =0,
i) Af >0, i€y,
iv) la forma cuadritica pt Hx L(x*, A*)p, restringida a Jga, (x*)'p = 0, es definida negativa.

En resumen, el proceso se podria interpretar de la siguiente forma: en primer lugar, se identifican
las restricciones activas en el punto en cuestién. Posteriormente, se formulan las condiciones de
primer orden para problemas con restricciones de igualdad, teniendo en cuenta sélo las mencionadas
restricciones activas (que, en el punto bajo estudio, se pueden considerar de igualdad). Finalmente,
se anade la condicién adicional de no negatividad sobre los multiplicadores éptimos, segin vimos
previamente. En este caso, no seria necesario plantear la cantidad de sistemas que vimos en el
Ejemplo 2.9, ya que bastaria con considerar nuestro problema con las restricciones activas en el
6ptimo. Ademads podriamos desear obtener unas condiciones suficientes un poco mds suaves que
la convexidad global, aunque perdiéramos la seguridad de obtener un éptimo global. Veamos el
procedimiento sobre el ejemplo mencionado:

Ejemplo 2.10: Problema no lineal. Resoluciéon con apoyo grafico

Consideremos el Ejemplo 2.9 y resolvamos el mismo por el procedimiento de restricciones
activas. Finalmente, comprobaremos los resultados con el programa Lingo.

Solucion

Recordemos que la formulacién del problema del Ejemplo 2.9 es como sigue:
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Max zy

s.a  y<-2*2+4 (RI1)
y>xz—1 (R2)
>0 (R3)

y>0 (R4).

En primer lugar, debemos identificar la(s) restriccién(es) activa(s) de nuestro problema,
para lo que representamos las curvas de nivel sobre el conjunto de oportunidades. Las
curvas de nivel de la funcién objetivo son xy = k. Si k = 0, se convierten en las rectas x = 0
e y = 0. Para k > 0, son hipérbolas situadas en el primer y tercer cuadrantes, mientras
que para k < 0, son hipérbolas en el segundo y cuarto cuadrantes. Ahora bien, como las
variables del problema son no negativas, sélo nos interesa la parte de las hipérbolas que
estan en el primer cuadrante. En tal caso, a medida que le damos a k un valor superior,
la parte de la hipérbola resultante en dicho cuadrante estd mas alejada del origen de
coordenadas, luego el crecimiento de la funcién objetivo es hacia fuera. En consecuencia,
la dltima curva de nivel que toque nuestro conjunto de oportunidades, siguiendo dicha
direccién de crecimiento, determinard el maximo de nuestro problema.

En la Figura 2.6 aparecen en rojo las distintas curvas de nivel. Por ejemplo, la curva marcada
0,8 indica que, en cualquier punto del conjunto factible (en azul) que esté sobre la curva, la
funcién objetivo valdria lo mismo, 0,8. En la curva de nivel de valor 1,2, ocurriria algo similar,
en todos los puntos del conjunto factible que estan en esa curva, la funcién objetivo vale 1,2.
Por todo ello, si seguimos el sentido de crecimiento de esas curvas de nivel, el maximo del
problema se encuentra en la tltima curva que toque el conjunto de oportunidades. Como
puede verse en la figura, esto sucede en un punto que estd en la frontera y sobre la primera
restriccién, es decir, sobre la parabola. En consecuencia, la pardabola es una restriccién activa,
mientras que la recta no es una restriccion activa, ni tampoco lo son las dos condiciones de
no negatividad de las variables.
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12 -1.5 =1

Figura 2.6: Conjunto de oportunidades y curvas de nivel.

En consecuencia, de las opciones que se derivan de las condiciones de holgura complemen-
taria, hemos de utilizar las siguientes:

y+z2=4, =0, A\3=0, Ay =0.

Sustituyendo los valores de estos multiplicadores en las dos primeras ecuaciones de las
condiciones necesarias, obtenemos:

y—2Mx=0
==\, y =222

Tr — )\1 =0
y utilizando la ecuacién y + 22 = 4 , podemos despejar la variable x:

2
202+ =4 =>x=+—.
V3
De los dos valores resultantes, nos quedamos con el positivo, ya que el otro nos llevaria a
un punto no factible. Ya podemos calcular el resto de las variables:

4 8 2

:2~—:— )\:—.
Yy 3 37 1 \/g




Para concluir que se trata de un punto estacionario, faltaria comprobar que verifica la
desigualdad que no hemos utilizado:

2 8 6-—-8V3
Bo=—m—c= f:—1,51§2.

V3 3 33

En consecuencia, el punto anterior es punto estacionario. Para determinar si es el maximo
que buscamos, tendremos que aplicar alguna condicién suficiente. No podemos utilizar la
condicion suficiente global o local sobre la funcién objetivo puesto que ésta no es concava.
Su matriz hessiana es:

0 1
Hf(z,y) = ;
10

que es indefinida y, por tanto, la funcién no es concava ni convexa.

Vamos a analizar si se verifican las condiciones de suficiencia local sobre la funcién de La-
grange. Para ello, necesitamos la matriz hessiana reducida de la funcién de Lagrange, es
decir, s6lo con respecto a las variables originales del problema, evaluada en el punto estacio-
nario, y el gradiente o la matriz jacobiana de las funciones que determinen las restricciones
activas y con multiplicador estrictamente positivo (en nuestro caso, sélo la restriccién 1).
Por tanto, tenemos:

Sl

2 8 2 1 ( 2 8) <
H£T1 7773770a070 = 5 \% TS0 9 =
(=) (\/3 33 ) 4 V33
La forma cuadratica a clasificar es:

—4

= L /n 4

4 hy 4
: —,1 =0= —=h1 + hy = 0.
o4 <\/§ )(h2> \/g ! ?

Esta forma cuadrética sin restringir no tiene signo estricto y, por tanto, hemos de pasar
a clasificar la restringida. Para ello, despejamos hy de la restriccién y sustituimos en la
funcion:

ho

4 —4 —4 12
=——h = ¢R(h1) = 7}% + 2h, <h1) = —7h?,

V3 V3 V3 V3

de lo que se desprende que la forma cuadratica restringida es definida negativa y el punto,
en consecuencia, es un maximo local para el problema. Como vimos anteriormente, se
verifica el teorema de Weierstrass, que garantiza la existencia de un éptimo global. Por lo
tanto, si sabemos que sélo existe un maximo local del problema, podemos asegurar que éste
es un maximo global. De la misma forma, si tuviésemos la seguridad de haber encontrado
todos los méximos locales, el mejor de ellos (aquel con el mayor valor de la funcién objetivo)
serfa, el méaximo global. En nuestro caso, podemos asegurar que el problema sélo tiene
el mdximo local que hemos encontrado (con la ayuda de la gréfica, aunque hubiésemos
llegado a la misma conclusién resolviendo analiticamente todos los sistemas derivados de
las condiciones de punto estacionario). Por lo tanto, podemos asegurar que el mdximo
obtenido es global.

Si resolvemos el problema mediante Lingo, debemos introducir el siguiente modelo:
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Lingo: Enunciado

[FunObj] Max = x*y;
[R1] y+x~2 <= 4;
[R2] y-x >= 1;
[NNegx]lx >= 0;
[NNegyly >= 0;

La solucién obtenida es la siguiente:

Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 3,079201

Variable Valor
X 1,154701
Y 2,666667

FILA Holgura Precio dual

FUNOBJ  3,079201 1,000000

R1 0,000000 1,154701

R2 0,5119661 0,000000

NNEGX 1,154701 0,000000

NNEGY 2,666667 0,000000

Debemos hacer dos observaciones. La primera es que las tltimas dos restricciones se pueden
obviar, si en las opciones de Lingo imponemos las condicién de no negatividad de las varia-
bles (opcién que Lingo asume por defecto). La segunda, més importante, consiste en obser-
var que Lingo nos dice que nuestro maximo es local, cuando realmente es global. Podemos
pedirle a Lingo que lo verifique, siempre que pueda, marcando en Solver— Options— Global
Solver, para que use dicho Global Solver en la resolucién. En ese caso, para este problema
nos informaria de que el maximo es global.

Volvamos a retomar los ejercicios que venimos desarrollando desde el inicio de este tema.

Ejemplo 2.11: Kibica. Restricciones de desigualdad

La empresa Kibica, tras considerar el problema con restricciones de igualdad del Ejemplo
2.6, y a la vista de las limitaciones que la restriccién imponia sobre sus beneficios, decide
negociar con los proveedores para mejorar las condiciones de compra. Como resultado
de dicha negociacién, se acuerda que la compra de la segunda materia prima no puede
rebasar el 150 % de la cantidad comprada de la primera, pero tampoco puede ser inferior
a un 110 %. Asimismo, el total de cantidad comprada de ambas materias primas no puede




superar las 30 toneladas. Obtenga el méaximo beneficio de la empresa tras esta negociacién
y analice la solucién obtenida.

Solucion

Al incorporar las nuevas restricciones, el problema de la empresa Kibica queda de la si-
guiente forma:

Maz B(z,y) = 25x3yi — 22 — 3y

s.a -32<0 (R1)
y—1,1-2>0 (R2)
x4y <30 (R3)
x>0 (R4)
y >0 (R5).

Si resolvemos este problema analiticamente, usando las condiciones de punto estacionario
de Kuhn-Tucker, deberemos resolver un conjunto de 2° sistemas de 6 ecuaciones con 6
incognitas. Sin embargo, al tratarse de un problema de dos variables, es posible realizar
un andlisis grafico previo y determinar cuéles son las restricciones activas en el éptimo,
para poder calcular el punto estacionario resolviendo un tnico sistema y posteriormente
analizar si cumple las condiciones de suficiencia global o local. Por tanto representamos el
conjunto de oportunidades, delimitado por las restricciones (R1), (R2) y (R3) dentro del
primer cuadrante, debido a las condiciones de no negatividad de las variables.

La representaciéon del conjunto de oportunidades del problema puede verse en la Figura 2.7,
sombreado en azul.

3b

30 B(’J:: y) =30

R :
25 (R3) By (R2)

50 B(:B! y) =40
(R4)

15 B{;c,'y):45,5

-5 (R5) § 10 15 20 25 sh\ 35 40 45 50 55 50

Figura 2.7: Conjunto de oportunidades y curvas de nivel.
Al representar las curvas de niveles 30, 40 y 45,5 (lineas rojas [CN1], [CN2] y [CN3], res-
pectivamente), vemos cudl es el sentido de crecimiento y que la tltima curva que contacta

con el conjunto de oportunidades lo hace sobre la restriccién (R2). Por tanto, esta restric-
cién es activa en el 6ptimo, e inactivas todas las deméas. En consecuencia, nuestro problema
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ha quedado reducido a un tnico sistema, o bien, a considerar el problema con una tnica
restriccién de igualdad, (R2), debiéndose cumplir que su multiplicador éptimo asociado sea
no negativo. En este 1iltimo caso, la funciéon de Lagrange viene expresada por:

L(x,y,\) = 2523 yT — 2z — 3y — A (y — 1,1x).

Para la determinacién de los puntos estacionarios, deberemos calcular su gradiente, respecto
de las tres variables z, y y A, e igualarlo a cero. De aqui, obtendriamos un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas, del que podremos obtener los puntos criticos de L, si los
hay:

Bﬁ(g;cy,k) (z,y,A\) = %m—éyi -2+ 1,12 =0,
PG 2,y 0) = Raty™F —3 -1 =0,

LA (2,y,A) = — (y — L,1a) = 0.

Operando de manera similar al Ejemplo 2.6, obtenemos x = 12,01793, y = 13,21973 y A =
0, 9350649, que es el tnico punto critico de la funcién de Lagrange y, por tanto, candidato a
optimo de nuestro problema, ya que cumple la condicién de que su multiplicador de Kuhn-
Tucker asociado sea mayor que cero. Ademds, dicho punto es maximo global de nuestro
problema pues ya vimos que la funcién objetivo es céncava y el conjunto de oportunidades
convexo.

En dicha solucién éptima, el beneficio obtenido es 45, 50, que es mejor que el que teniamos
con las condiciones de igualdad, donde era 41, 18. Por tanto las negociaciones con los pro-
veedores han sido productivas. La politica 6ptima de Kiibica consiste ahora en utilizar 12,02
toneladas de la primera materia prima y 13,22 toneladas de la segunda materia prima. Con
estos niveles de uso de materias primas, la produccion del bien es de 4.367,66 unidades, los
ingresos son de 109,19 unidades monetarias y los costes de produccién se elevan a 63,70
unidades monetarias.

Por dltimo, el valor éptimo del multiplicador asociado a la restriccién activa, 0,94, nos
informa de que si la cantidad utilizada de la segunda materia prima pudiera ser inferior a
un 110 % de la cantidad utilizada de la primera, el beneficio 6ptimo de la empresa Kubica
aumentaria.

Ejemplo 2.12: Fabricando tinta. Restricciones de desigualdad

La empresa del Ejemplo 2.4, Vaya Tintas que Llevas, S.A., decide que el presupuesto de
60.000 € destinado a la adquisicién de los pigmentos y colorantes (véase el Ejemplo 2.7) sea
un coste maximo, que no se tenga que agotar necesariamente. La fabricacién de las tintas se
lleva a cabo en dos plantas, que cuentan cada una con una serie de maquinas operadas por
trabajadores cualificados. La Planta 1 tiene una capacidad de 210 horas diarias (teniendo
en cuenta todas sus mdquinas y operarios) y la Planta 2 tiene una capacidad diaria de
280 horas. La empresa produce las tintas COL y PIG en la Planta 1, y las otras tres en
la Planta 2. La Tabla 2.2 muestra el nimero de horas necesarias para fabricar un litro de
cada tipo de tinta. Ademads, se detecta en la sociedad una mayor aceptacion de las tintas
menos contaminantes (ECO y CUV), por lo que decide que su produccién conjunta sea al
menos de 80 litros diarios.

;Cudles serian ahora los precios, producciones e ingreso 6ptimos? Interprete todos los ele-
mentos de la soluciéon éptima.
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Tipo de Tinta | Horas
CcOL 2
PIG 2,5
ACU 3,5
ECO 3
cuv 3

Tabla 2.2: Horas necesarias para fabricar las tintas

Solucion

En cuanto a los costes de adquisicién de los pigmentos y colorantes, la restriccion es la
misma que el Ejemplo 2.7, pero con desigualdad en lugar de igualdad:

350(120 — 0,06 * pcor) + 400(135 — 0,07 * ppre) + 200(50 — 0,02 * pacw )+
+250(75 — 0,03 * prco) -+ 300(100 — 0,05 * peyy) < 60000.

Por otra parte, anadimos ahora tres nuevas restricciones:

= Capacidad méaxima de la Planta 1:

2(120 — 0,06 * pcor) + 2,5(135 — 0,07 * ppre) < 210;

= Capacidad méxima de la Planta 2:

3,5(50 — 0,02 % pacw) + 3(75 — 0,03 % prco) + 3(100 — 0,05 * peyy) < 280;

= Produccién minima de tintas ecoldgicas:

(75 — 0,03 % prco) + (100 — 0,05 * peyy ) > 80.

A estas restricciones, hay que anadir las condiciones de no negatividad sobre las variables
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del problema. Por lo tanto, el nuevo modelo para este problema queda como sigue:

Maz  I(pcor,PPIG,PACU,PECO,PCUV) =
= (120 — 0,06 * pcor)pcor + (135 — 0,07 * pprc)prrc+
+(50 — 0,02 * pacv)pacu + (75 — 0,03 x prco)peco+
+(100 — 0,05 * pcuv )pcuv,

s 350(120 — 0,06 * poor) + 400(135 — 0,07 * pprc)+
+200(50 — 0,02 * pacv) + 250(75 — 0,03 * prco)+
+300(100 — 0,05 * perry ) < 60000;

2(120 — 0,06 * poor) + 2,5(135 — 0,07 * pprc) < 210;
3,5(50 — 0,02 % pacu) + 3(75 — 0,03 *x ppco)+
+3(100 — 0,05 x pcyy) < 280;

(75 — 0,03 * prco) + (100 — 0,05 * pcyv) > 80;

PCOLsPPIG,PACU s PECO,Pcuv = 0.

Introduzcamos el modelo en Lingo, siguiendo la metodologia que usamos en los ejemplos
anteriores:

Lingo: Enunciado (restricciones de desigualdad)

[Ingreso] Max = Qcol*Pcol+Qpig*Ppig+Qacu*Pacu+Qeco*Peco+Qcuv*Pcuv;
[Prod_COL] Qcol = 120-0.06%*Pcol;

[Prod_PIG] Qpig = 135-0.07*Ppig;

[Prod_ACU] Qacu = 50-0.02*Pacu;

[Prod_ECO] Qeco = 75-0.03*Peco;

[Prod_CUV] Qcuv = 100-0.05%*Pcuv;

[Costes materias_primas] 350*Qcol+400*Qpig+200*Qacu+250*Qeco+300*Qcuv
<= 60000;

[Planta_1] 2*Qcol+2.5*Qpig <= 210;

[Planta_2] 3.5*Qacu+3*Qeco+3*Qcuv <= 280;

[Tintas_eco] Qeco+Qcuv >= 80;

Recordemos que Lingo asume por defecto las condiciones de no negatividad, por lo que no es
necesario introducirlas en el modelo. Esto implica que también las asume sobre las variables
instrumentales que hemos definido para las producciones, lo cual también es conveniente.
Resolviendo el problema, obtenemos los siguientes resultados en Lingo:
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Lingo: Solucién del problema con restricciéon de igualdad

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 234.148,40

Precios Producciones

Variable Valor Variable Valor

Pcol 1.232,472 Qcol 46,052
Ppig 1.254,876 Qpig 47,159
Pacu 1.928,571 Qacu 11,429
Peco 1.343,750 Qeco 34,688

Pcuv 1.093,750 Qcuv 45,313

Fila Holgura Precio dual

INGRESO 234.148,4 1,000000

COSTES_MATERIAS_PRIMAS  467,1109 0,000000

PLANTA_1 0,000000 232,4723
PLANTA_2 0,000000 387,7551
TINTAS_ECO 0,000000 -975,7653

Segun la solucién obtenida, la empresa Vaya Tintas que Llevas, S.A. debe vender cada
litro de tinta COL a 1.232,47 €, cada litro de tinta PIG a 1.254,88 €, cada litro de tinta
ACU a 1.928,57 €, cada litro de tinta ECO a 1.343,75 € y cada litro de tinta CUV a
1.093,75 €. Con ello, obtendra unos ingresos diarios de 234.148,40 €. Con estos precios, la
empresa producird diariamente 46,05 litros de tinta COL, 47,16 litros de tinta PIG, 11,43
litros de tinta ACU, 34,69 litros de tinta FCO y 45,31 litros de tinta CUV.

Comparando este resultado con el del problema con restriccién de igualdad del Ejemplo 2.7,
podemos observar que el ingreso maximo ha disminuido, debido a las nuevas restricciones,
mientras que los precios y producciones han variado de forma distinta (unos han aumentado
y otros han disminuido) para adaptarse a estas nuevas restricciones.

A la vista de la tabla que contiene los datos de las restricciones, podemos extraer las
siguientes conclusiones:

= No se agota por completo el presupuesto destinado a la adquisicién de pigmentos y
colorantes, del que sobran 467,11 €.

= Se utilizan por completo las capacidades productivas de las dos plantas. Los multipli-
cadores 6ptimos de ambas restricciones son positivos, por lo que los ingresos éptimos
aumentarian si se aumentasen las horas disponibles en las dos plantas. Ademas, pode-
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mos ver que resultaria mas provechoso aumentar la capacidad productiva de la Planta
2, ya que su multiplicador 6ptimo es mayor.

= Se producen exactamente los 80 litros diarios en total de las tintas ECO y CUV.
Ademsds, vemos que la produccién de estas tintas a estos niveles no estd resultando
rentable, ya que el multiplicador éptimo de la restriccién es negativo, por lo que
los ingresos 6ptimos aumentarian si disminuyese la cantidad minima exigida de esas
tintas.

= Cabe resaltar que al usar Lingo, puede resultar un multiplicador negativo, pues la
restriccién se ha mantenido de mayor o igual. Ademads, en caso de trabajar con res-
tricciones de igualdad, el multiplicador puede resultar positivo o negativo®. En todo
caso, la interpretacién es igualmente valida.

%En general, el valor 6ptimo de los multiplicadores que arroja Lingo se interpreta como mejora de la
funcién objetivo si éste es positivo, o empeoramiento si es negativo. Por tanto, en caso de minimizar la
funcién objetivo, un multiplicador positivo significa que, si aumenta el término independiente, el valor de
la funcién objetivo disminuye.
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Capitulo 3

Programacioén lineal

La programacién lineal (PL) es un caso particular de la programacién no lineal (PNL) estudiada
en el capitulo anterior, y por tanto todos los resultados y métodos desarrollados anteriormente son
validos para el tipo de problemas que estudiamos en este capitulo. La pregunta que nos podriamos
plantear seria ;qué sentido tiene estudiar este tipo de problemas si se puede aplicar todo lo visto
previamente? La respuesta a esta pregunta tiene varias vertientes que fundamentan la necesidad
de su estudio:

= Los métodos de resolucién analiticos de (PNL) son muy complejos cuando los problemas
adquieren una cierta dimensién, mientras que, para los modelos de programacién lineal,
los métodos analiticos tienen una complejidad menor y se pueden aplicar a problemas con
mayores dimensiones.

= Las propiedades especiales de los problemas lineales hacen que se puedan obtener potentes
resultados, tanto con respecto a sus soluciones Optimas, como referentes a los andlisis de
post-optimizacion, que permiten realizar un andlisis muy completo de estos modelos.

= Los problemas lineales fueron formulados y usados para la resolucién de modelos con ante-
rioridad a los no lineales con restricciones de igualdad. En concreto, en los anos 40 del siglo
pasado, ya fueron desarrollados esos métodos, e implementados en los ordenadores de aquella
época, por poseer un algoritmo iterativo y relativamente simple que era capaz de determinar
la solucién cuando existia, o de informarnos cudndo nuestro problema carecia de ella.

= En el ambito de la Economia y la Empresa, los modelos no lineales son mas propios de los
desarrollos de la Teoria Econémica donde, muchas veces, sélo es necesario obtener resultados y
relaciones tedricas entre las variables y funciones implicadas. El uso de los modelos lineales es
mas propio del &mbito de la Economia Aplicada y de la Empresa, donde el ntimero de variables
y condiciones son mayores y se necesitan resultados concretos para los problemas formulados.
Por ello, se han desarrollado métodos y procedimientos para abordar estos problemas, como
veremos en este capitulo, asi como para problemas méas complejos, como veremos en el capitulo
posterior. Con el paso de los anos, esos procedimientos para los problemas lineales complejos
también se fueron extendiendo a problemas no lineales.

El método maés tradicional para la determinacién de la solucion de un problema lineal es el
Método del Sitmplex, del que se han ido desarrollando mejoras de tipo computacional con el paso
del tiempo. Sin embargo, este documento no se centra en el aprendizaje del algoritmo de este
método, sino en saber modelizar los problemas econémicos y empresariales y obtener conclusiones
a partir de la solucién obtenida.

El resto del presente capitulo formulard, en primer lugar, el problema lineal, para exponer en
el siguiente epigrafe las caracteristicas generales del modelo y sus soluciones. En el tercer epigrafe,
se estudiard el problema dual asociado a un problema lineal, asi como la interpretacién de las
variables duales (multiplicadores). A continuacién, se abordan los aspectos relacionados con el
andlisis post-6ptimo de la solucién obtenida, especialmente la sensibilidad de nuestra solucién
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optima ante cambios en ciertos datos del problema. Finalmente, se presenta un ejemplo de mayores
dimensiones.

De igual forma que en el capitulo anterior, iremos desarrollando los distintos conceptos intro-
ducidos sobre dos problemas, uno con sélo dos variables para poder ver un andlisis grafico del que
podamos obtener conclusiones, y otro con un mayor ntimero de variables que nos permita modelizar
una situaciéon mas préxima a la realidad.

3.1. Formulacion del problema lineal.

Dentro del marco general de los problemas de Programacion Matemdtica estudiados en el
capitulo anterior:

Max  f(x)
s.a  gx)<b
xeD,

existen una gran cantidad de casos, de mucha utilidad en aplicaciones préacticas, donde tanto la
funcién objetivo como las restricciones son funciones lineales. Estos problemas reciben el nombre
de problemas de programacién lineal (PL) y siguen el siguiente modelo general:

- <
Max c'x

(PL) s.a Ax <Db

donde:
a) La funcién objetivo f es lineal:

f(x) = c'x =171 + CaTa + - + CpTp.

Los coeficientes de la funcién objetivo, ¢ = (¢1,¢2, ..., ¢n), se denominan costes.

b) La matriz A = (a;j)mxn representa los coeficientes de las restricciones, que, en general, las
consideraremos de desigualdad:

a1121 + a12%2 + -+ + 1Ty < by

2121 + a2 + - -+ + 2Ty < b

Am1%1 + AmaT2 + - - + AmnTn < bm
Los elementos a;; de la matriz A se denominan coeficientes técnicos y a los términos inde-

pendientes de las restricciones, b = (by,ba, ..., by,), los llamamos recursos.

¢) Finalmente, es habitual debido al origen de los modelos iniciales donde se formularon es-
tos problemas lineales, incluir las restricciones correspondientes a la no negatividad de las
variables:

.’,131207 xQEOa ~"7$7L207

aunque estas condiciones se pueden considerar como restricciones del bloque anterior.
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Este modelo (al que se suele llamar modelo en forma estdndar) recoge cualquier otra posible
formulacién, en lo que se refiere a que la funcién sea de minimizar, que el sentido de las restricciones
sea distinto, o que no aparezcan restricciones de no negatividad en las variables de decision, como
ya comentamos en el capitulo anterior.

La transformacién de un problema a formato estdndar es necesaria cuando el problema lineal
se resuelve mediante algoritmos tradicionales como el Método del Simplex (Dantzig, 1949). Este
exige que los recursos y las variables sean no negativos. No obstante, en nuestro contexto, tal como
se ha comentado previamente, no utilizaremos analiticamente este método mediante las tradicio-
nales tablas para encontrar la solucién del problema. Es posible que alguno de los procedimientos
computacionales que trabajaremos utilice internamente el Método del Simplex original o alguna
de sus variantes, pero en general, no sera necesario formular el problema en forma esténdar.

En el préoximo epigrafe, veremos caracteristicas generales del problema de programacién lineal,
referentes a los teoremas local global y de Weierstrass, asi como sobre la ubicacion de las soluciones
optimas en el conjunto de oportunidades.

3.2. Caracteristicas generales del problema de programa-
cion lineal.

De la definicion del problema general de programacién lineal dada en el apartado anterior, se
desprenden numerosas consecuencias que van a ser muy importantes para su resoluciéon. En primer
lugar, la funcién objetivo, al ser lineal, es continua en todo R™ y ademds, es tanto céncava como
convexa.

Respecto del conjunto de oportunidades:

X ={xeR"/Ax < b,x > 0},

éste resulta ser cerrado y convexo, dado que todas las desigualdades contienen la igualdad y viene
dado por la interseccién de semiespacios. Ademas, lo supondremos siempre no vacio, ya que, en
caso contrario, (PL) carecerfa de sentido. Consecuentemente, si un problema de programacién
lineal posee solucion éptima, ésta es siempre global, ya que se dan las hipdtesis del teorema local
global.

Por su parte, no podemos asegurar que el problema general de programacién lineal posea
solucién, ya que el conjunto de oportunidades no siempre va a estar acotado. Esta es la condicién
que faltaria para la verificacién de las condiciones del teorema de Weierstrass. No obstante, como
ya se ha comentado anteriormente, en los problemas econémicos y empresariales es usual que el
conjunto sea acotado, debido a la limitacién de recursos.

Ademis, en caso de existir, la solucién éptima de nuestro problema nunca podra ser un punto
interior del conjunto de oportunidades. Para ello, como vimos en el capitulo anterior, el gradiente
de la funcién objetivo tendria que anularse en algin punto (interior al conjunto de oportunidades).
En el caso de los problemas lineales, la funcién objetivo es lineal y su gradiente, por tanto, es el
vector formado por sus coeficientes, que es constante y no nulo.

Veamos un primer ejemplo, con dos variables de decisién, para ilustrar la estructura del conjunto
de oportunidades. Ademas, mediante su resolucién grafica con el desplazamiento de las curvas
de nivel sobre el conjunto de oportunidades, observaremos que la(s) solucién(es) éptima(s) se
encuentra(n) en alguno de sus vértices.

Ejemplo 3.1: Produccion de vehiculos

Una compania del sector automovilistico posee dos plantas para producir un mismo modelo
de coches, una en la ciudad A y otra en la ciudad B. Desea planificar la produccion del
préximo mes teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

= Los beneficios por cada unidad producida en la ciudad A son de 2.000 € mientras que
los obtenidos por cada unidad de la planta B son de 3.000 €.

= Por la capacidad productiva de las plantas, en la planta A no se pueden producir més
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de 70.000 unidades, en la B no se pueden producir mas de 40.000 unidades.

= Por acuerdos con el comité de empresa, el nivel de empleo puede oscilar entre 1.000
y 2.000 jornales totales para el mes considerado. Debido a los requerimientos de las
plantas, por cada mil unidades producidas en la planta A, se necesitan 20 jornales y
el doble en la planta B.

= Asimismo, y con independencia del plan de produccién, todos los vehiculos deben
pasar por un control de calidad final, donde, por cada mil unidades, se usa un total
de 18 horas del sistema de control para los vehiculos producidos en la planta A y 24
horas para los vehiculos producidos en la planta B. Se dispone de un total de 1.440
horas, para ser distribuidas entre ambas plantas, al ser un servicio con control central
online.

Se desea formular el modelo que maximice el beneficio en el periodo considerado.
Solucién

Las variables de decisién del problema son:
= 1z, - miles de unidades del modelo producido en la planta A,
= zp - miles de unidades del modelo producido en la planta B.

Modelicemos a continuacién las restricciones del problema:

= Por la capacidad productiva de las plantas, en la planta A no se pueden producir mas
de 70.000 unidades, en la B no se pueden producir mas de 40.000 unidades.

Este tipo de restricciones son denominadas cotas simples (en este caso, superiores),
y nos marcan niveles minimos o maximos que pueden tomar nuestras variables de
decision.

= Por acuerdos con el comité de empresa, el nivel de empleo puede oscilar entre 1.000
y 2.000 jornales totales para el mes considerado. Debido a los requerimientos de las
plantas, por cada mil unidades producidas en la planta A, se necesitan 20 jornales y
el doble en la planta B.

1000 < 20z 4 + 40z < 2000.

Esta expresion dard lugar a dos restricciones diferentes en nuestro modelo.

= Asimismo, y con independencia del plan de produccién, todos los vehiculos deben
pasar por un control de calidad final, donde, por cada mil unidades, se usa un total
de 18 horas del sistema de control para los vehiculos producidos en la planta A y 24
horas para los vehiculos producidos en la planta B. Se dispone de un total de 1.440
horas, para ser distribuidas entre ambas plantas, al ser un servicio con control central
online.

En este caso al ser un recurso conjunto, igual que el de los jornales, se agregan los
recursos consumidos tanto por la planta A como por la planta B:

1824 + 242 g < 1440.

= Ademds de las restricciones anteriores, tendriamos las naturales condiciones de no
negatividad, considerando el significado de las variables.
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Para terminar de modelizar nuestro problema, sélo nos quedaria formular nuestra funcién
objetivo, que serfa:
B(za,xp) = 2,000,000z 4 + 3,000,000z 5.

Esta formulacion se debe a que los beneficios son por unidad y las variables estan expresadas
en miles de unidades. No obstante, podemos expresarla de manera mas simplificada como:

B(xza,xp) =2x4 + 325,

recordando que, en este caso, el beneficio viene expresado en millones de euros.

Asi pues, el problema se puede modelizar como el siguiente problema de programacién lineal:

Max B(xa,xp) =2x4+ 3zp
s.a 20wa+40zp <2000  (R1)
2014 +40zp > 1000  (R2)

1824 + 24z < 1440 (R3)

za <70 (R4)
ep <40 (R5)
za,28 >0 (R6; RT).

Si tratamos este problema graficamente, sabemos que las restricciones corresponden a se-
miespacios. Para su representacién, utilizamos los segmentos de las rectas que lo limitan,
que determinaran un conjunto de oportunidades que serd, como se ha visto antes, en todos
los problemas lineales, convexo y cerrado:

= Convexo, por ser intersecciéon de semiespacios. Como los semiespacios son conjun-
tos convexos y la intersecciéon de conjuntos convexos también es conjunto convexo,
podemos asegurar que nuestro conjunto de oportunidades es un conjunto convexo.

= Cerrado, ya que todas las desigualdades que definen el conjunto incluyen la igualdad,
y por tanto contienen a la recta que delimita el semiespacio.

= En este problema, el conjunto es, ademas, acotado, por incluir cotas simples, tanto
superiores como inferiores, para nuestras variables de decisién. Al ser el conjunto
acotado, se verifica el teorema de Weierstrass, y por tanto tendremos asegurada la
existencia de éptimos globales.

Todas estas caracteristicas se aprecian en la siguiente figura, donde se muestra graficamente
el conjunto de oportunidades del problema.
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Figura 3.1: Conjunto de oportunidades.

Como ya se ha comentado, por las caracteristicas del conjunto de oportunidades y de la
funcién objetivo, no pueden existir 6ptimos interiores al conjunto de oportunidades. Veamos
a continuacién que el(los) éptimo(s) de nuestro problema serdn siempre vértices, o tramos
frontera, del conjunto de oportunidades. Para ello, representaremos las curvas de nivel,
224 + 3z = k. Estas determinan un conjunto de rectas paralelas, cada una de las cuales
muestra el conjunto de puntos del conjunto de oportunidades para los que la funcién objetivo
alcanza el correspondiente valor k. A medida que las desplazamos sobre el conjunto de
oportunidades, en sentido creciente del valor de k, el(los) ultimo(s) punto(s) de contacto
determina(n) el(los) maximo(s) de nuestro problema.
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B(LBA.,LBB) =170

(R6)
' Mazx = (40, 30)

B(:{:A,LCB) =130

101

Figura 3.2: Curvas de nivel y éptimo.

En este ejemplo podemos observar, mediante analisis grafico, que la solucién se encuentra en un
vértice. Dependiendo de la inclinacién de las curvas de nivel, podria ocurrir que existiesen infinitos
optimos situados en los puntos de un segmento que une dos vértices adyacentes. La pregunta es
se verificard esa intuicién grafica en todos los casos? El siguiente teorema asegura que, en efecto,

serd asi debido a la convexidad del conjunto de oportunidades.

Teorema 3.1: Optimos sobre los vértices

La solucién de (PL) es un vértice del conjunto de oportunidades de dicho problema.
Ademads, si dicha solucién se alcanza en dos o mas vértices de dicho conjunto, la alcanza
también en cualquier combinacién lineal convexa de los mismos.

Demostracién

Realicemos la demostracién por reduccién al absurdo. Denotemos vy, va, ..., vi los vérti-
ces del conjunto X. Supongamos que x*, solucién éptima del problema, no es vértice del
conjunto de oportunidades X. Entonces f(x*) > f(v;), para cualquier vértice. Entonces, x*
se podra expresar como combinacion convexa de los vértices:

k k
x*:Z)\ivi, con 0< )\ <1 y Z)‘izl'

i=1 =1

Por lo tanto, por ser la funcién objetivo f lineal,

k k
fx*)=f (Z )\¢V¢> = Z Aif (Vi)
=1 =1

87




Sea f(vm) = Maz;=1,.. k{f(vi)}. Entonces,

k k
fx*) = Z/\if(vi) < <Z /\i> fvm) = f(vm).

Si la desigualdad es estricta, contradice que x* sea el méximo del problema, y si es una
igualdad, entonces v, también serfa un méximo del problema. Por lo tanto, la solucién de
todo problema de programacion lineal es un vértice.

Sean x* y x** dos 6ptimos, que son globales y con el mismo valor de la funcién objetivo:

f@)=f@")=M
Entonces, Vz = Az* + (1 — A)z** con A € [0, 1]:
fl@) = fAa™ + (1 = X)z™)
y como f es lineal:
F@) =M@+ 1= Nf@™) =AM+ (1 —-\M=M

Por tanto, z también es maximo global VA € [0, 1].

Este resultado es importante a la hora de buscar los posibles puntos éptimos, ya que, en prin-
cipio, bastaria con encontrar todos los vértices de X (al ser éste un poliedro convexo, tiene un
ntmero finito de vértices), calcular el valor de la funcién objetivo en cada uno de ellos y elegir el
que tenga el mayor valor para la funcién objetivo. Por tanto, la primera cuestién que surge es cémo
caracterizar los vértices de X. Graficamente, parece claro que cada vértice se obtiene mediante
la interseccién de las restricciones que lo determinan, considerando éstas como igualdades. En el
ejemplo anterior, al estar en dos dimensiones, necesitaremos la interseccién de dos rectas, si fuera
un problema de tres variables, necesitariamos la interseccion de tres planos y en general, en R"”
necesitaremos intersecar n hiperplanos. Dicho de otra forma, en todo vértice de X, hay al menos
n restricciones activas.

Volviendo a nuestro ejemplo, veamos graficamente los vértices del conjunto de oportunidades:

teli]

45

(0,40) i .(2‘6‘;'210)

35

S (40,30)
30 ..

0, 25
250( 224}

20 . b

,(70,7.5)

(50,0) (70,0)
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 E'CI 55 60 65 10 75 8

Figura 3.3: Vértices del conjunto de oportunidades.

Si bien todos los vértices de X se determinan como puntos de corte de dos de las rectas
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que definen el conjunto de oportunidades, podemos ver en la siguiente grafica que no todo punto
obtenido asi es un vértice factible del problema. Por ejemplo, la interseccion de la segunda y tercera
restricciones, 20x 4 + 40xp = 1.000 y 18z 4 + 24xp = 1.440, determina un vértice que no estd en
el conjunto de oportunidades, ya que no cumple la condicién de no negatividad de la variable de
decisién z 5. Este y algunos més pueden verse en la siguiente figura:

= 80

B0

zu‘ T

-60 -40 -20 i} 20 40 ] ~&0 Bﬂ'"w.“ 100~ 120 140 16

20 e

40 B

-60

Figura 3.4: Vértices no admisibles.

Por ello, el siguiente paso es caracterizar la factibilidad de los vértices obtenidos mediante la
interseccién de 2 (n, en general) restricciones activas. Para esto, utilizaremos las denominadas
variables de holgura, que miden, en cada punto, la desviacién de la restricciéon con respecto a su
correspondiente término independiente. Concretamente, si la restriccion es de <, la variable de
holgura mostrard cuanto nos quedamos por debajo del valor del término independiente y si la
restriccién es de >, mostrard cuanto superamos el valor del término independiente. En todo caso,
seran variables no negativas, que entraran en la correspondiente restriccién sumando en el caso <,y
restando en el caso >. Obviamente, las restricciones de igualdad no llevan variables de holgura. Asi,
en nuestro ejemplo, las restricciones quedarian como sigue, al introducir las variables de holgura:

204 + 4025 + by = 2000 (R1)
20z 4 + 4025 — hy = 1000 (R2)
1824 + 24ap + hy = 1440 (R3)
xa+hs =70 (R4)

g + hs =40 (R5)

24,25, h1,ha, hs, ha,hs > 0 (R6; RT; R8; R9; R10; R11; R12).

Para las condiciones de no negatividad originales sobre las variables de decision de nuestro
problema no es necesario definir las variables de holgura, pues en realidad, el valor de las va-
riables de decisiéon nos muestran dicha holgura. Asi en nuestro caso los vértices, incluyendo sus
correspondientes variables de holgura, vienen definidos por:

= Vértice (50,0; 1000, 0,540, 20, 10), interseccién de R2 y g = 0. Las dos primeras componen-
tes nos expresan que se producen 50 mil unidades en la planta A y nada en la planta B. Las
restricciones activas son aquellas cuyas variables de holgura se anulan, es decir, la restriccién
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de minimo empleo (R2) y la cota inferior de la variable 25 (condicién de no negatividad).
El resto de las restricciones son inactivas y podemos leer el significado de las variables de
holgura. Sobran 1.000 jornales del méximo total disponible, sobran 540 horas del total dis-
ponibles para el control de calidad, producimos 20.000 unidades menos del maximo posible
en la ciudad A y 10.000 menos del méaximo disponible en la ciudad B. Podemos hacer un
analisis similar para el resto de los vértices, que son:

= Vértice (70, 0; 600,400, 180, 0,40), interseccién de R4y xp =0
= Vértice (70, 7,5; 300,700,0,0,32,5), interseccién de R3 y R4
40, 30; 0, 1000, 0, 30, 10), interseccién de R1 y R3

20, 40; 0,1000, 120, 50, 0), interseccién de R1 y R5

= Vértice (0, 40; 400,600, 480, 70,0), intersecciéon de x4 =0y R5
= Vértice (0,25; 1000, 0, 840,70, 15), interseccién de x4 = 0y R2.

= Vértice

= Vértice

(
(
(
(

Si denotamos por n el nimero de variables de decisién y por m el niimero de restricciones origina-
les del problema, podemos observar que hemos convertido nuestro sistema original de inecuaciones
en un sistema de m ecuaciones de igualdad, con n + m variables. Como hemos visto en el ejemplo
anterior, en todos los vértices del problema hay (al menos) n variables nulas (2, en el ejemplo).
Cada variable nula es, de hecho, una variable de holgura nula, que implica que la correspondiente
restriccién es activa. Obviamente, al estar trabajando en el espacio R", necesitamos al menos n
ecuaciones lineales para determinar un punto (vértice) de forma univoca, es decir, necesitamos
que al menos n restricciones sean activas. Obviamente, puede darse el caso de que por un mismo
vértice pasen mas de n restricciones activas. Desde el punto de vista del sistema de ecuaciones de
igualdad, generado al introducir las variables de holgura, la existencia de n variables nulas reducen
el sistema a uno cuadrado, de tamano m X m, que por tanto, puede caracterizar de forma unica a
un vértice.

Por otro lado, veamos la expresién de alguno de los “vértices” no factibles que veiamos en la
Figura 3.4. Por ejemplo, el vértice A, interseccién de R2 y R5 es (—30,40; 1000, 0, 1020, 100,0).
Como podemos ver, una de las variables es negativa. En general, en un vértice no factible seran
negativas las variables de holgura correspondientes a las restricciones que se violan en el punto (que,
por lo tanto, lo hacen no factible). En el vértice considerado, se viola la condicién de no negatividad
de la variable 4. Asi pues, una vez introducidas las variables de holgura, hemos caracterizado un
vértice factible como aquel punto en el que hay, al menos, n variables nulas, entre las variables de
holgura entendidas en sentido amplio (es decir, las variables de holgura de las restricciones propias
de nuestro problema y las variables de holgura de las condiciones de no negatividad de nuestras
variables de decisién, que corresponden, exactamente, con el valor de nuestras variables de decisién)
y todas las demds son no negativas.

Formalicemos ahora esta idea. En general, para determinar los vértices del conjunto de opor-
tunidades a partir de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, en vez del original de
inecuaciones, necesitamos una nueva expresion, basada en la incorporacién de las variables de hol-
gura. Estas miden la diferencia existente entre el primer y segundo miembro de la inecuacién y
convierten cada inecuacién en una ecuacion. Como ya hemos visto, las variables de holgura en-
traran sumando en las restricciones de <, y restando en las restricciones de >. Por lo tanto, si en
las m restricciones originales hay un bloque de restricciones de < y otro de restricciones de >,

Max cix

s.a Ax < by
(PLG)

A,x > b,
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podemos reescribir el problema, al incluir nuestras variables de holgura, como:

a 3
Max cix

s.a Aix+h; =b;
(PLG)

A,x —hy, =b,

X, hlahu > 0.

\ 7

Basandonos en todo lo anterior, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.2: Caracterizaciéon de Vértice Factible

Un elemento del conjunto de oportunidades del problema (PLG) es un vértice factible
del mismo si y sélo si es una solucion del sistema de ecuaciones, con, por lo menos, n
componentes nulas, y con el resto de componentes (a lo sumo, m) no negativas.

Por lo tanto, todo vértice factible tiene n+m componentes. Las n primeras contienen los valores
que toman en ese vértice las variables de decision, por lo que también son las holguras con respecto
a las condiciones de no negatividad de dichas variables. Las m ultimas componentes reflejan las
holguras correspondientes a las m restricciones originales de nuestro problema. El Teorema 3.2
nos dice que, por lo menos, n de esas n + m componentes son nulas (por lo que, a lo sumo m de
ellas son mayores que cero). Las variables nulas identifican las restricciones activas en el vértice, y
determinan las ecuaciones que necesitamos para determinar un punto en R™. Si el vértice presenta
mas de n componentes nulas, se habla de soluciéon degenerada, porque por ese vértice pasan mas
de n restricciones activas.

Definicion 3.1: Estructura de un vértice

Denominaremos estructura de un vértice factible a la relaciéon de componentes que son nulas
en él, es decir, a la relacién de restricciones que son activas en el punto.

Asi, por ejemplo, en el vértice (40, 30; 0,1000, 0, 30, 10), son activas las restricciones R1 y R3,
o lo que es lo mismo, las componentes nulas son hy y hs, y esto es lo que define la estructura de
ese vértice factible.

Considerando de nuevo la Figura 3.3, podemos ver graficamente que hay vértices factibles que
estan uno a continuacién del otro si nos movemos sobre la frontera del conjunto de oportunidades.
Es el caso, por ejemplo, de (20, 40; 0, 1000, 120, 50,0) y (0, 40; 400, 600, 480, 70,0). Es lo que llama-
mos vértices adyacentes, concepto de gran utilidad en el desarrollo del Método del Simplex. Este
concepto estd claro cuando trabajamos en R? y podemos representar el conjunto de oportunidades,
pero puede ser mas confuso en dimensiones superiores. jQué caracteriza, por tanto, dos vértices
adyacentes? Considerando de nuevo los dos vértices citados, vemos que una de las componentes
nulas del primero ha pasado a ser no nula en el segundo (la tercera componente ha pasado de 0 a
400) y a la vez, una de las componentes no nulas ha pasado a ser nula (la primera, ha pasado de
20 a 0). Esto quiere decir que una de las restricciones activas en el primer vértice, ha pasado a ser
inactiva en el segundo (en este caso, R1), y por el contrario una restriccién que era inactiva en el
primero ha pasado a ser activa en el segundo (en este caso, la condicién de no negatividad de z 4).

Definicién 3.2: Vértices factibles adyacentes

Dos vértices factibles se denominan adyacentes cuando sus estructuras se diferencian en
que una componente nula del primero pasa a ser no nula en el segundo, y ademds, una
componente no nula del primero pasa a ser nula en el segundo.
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Todos los elementos de andlisis de vértices vistos previamente se analizaran en este apartado.
Para ello, vamos a continuacién a resolver el problema del ejemplo, con la ayuda del programa
Lingo:

Ejemplo 3.2: Produccion de vehiculos. Solucion 6ptima

Resuelva el problema del Ejemplo 3.1, utilizando Lingo.
Solucién

Recordemos que el modelo del ejemplo 3.1 es la siguiente:

Max B(za,xp) =2x4+ 32p
s.a 20z 4 + 4025 < 2000 (R1)
204 + 4025 > 1000 (R2)

18z 4 + 24z < 1440 (R3)

za <70 (R4)
x4, 25 >0 (R6; RT).

Luego, su formulacion con Lingo seria:

Lingo: Enunciado

[Beneficios] Max = 2*xA+3#*xB;
[EmpleoMax] 20*xA+40*xB <= 2000;
[Empleomin] 20*xA+40*xB >= 1000;
[ContCalid] 18*xA+24*xB <= 1440;
[ProducMaxA] xA <= 70;
[ProducMaxB] xB <= 40;

Recordemos que no es necesario incorporar las condiciones de no negatividad de las variables
de decisién, que Lingo asume por defecto. La solucién que nos muestra el programa es:
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor de la funcién objetivo: 170,0000

Variable Valor
XA 40,00000
XB 30,00000
Fila Holgura

BENEFICIOS 170,0000

EMPLEOMAX 0,000000

EMPLEOMIN 1.000,000

CONTCALID 0,000000

PRODUCMAXA  30,00000

PRODUCMAXB  10,00000

El primer bloque nos proporciona informacién técnica relativa al problema y su resolucién.
En primer lugar, nos dice que se ha alcanzado una solucién 6ptima global. Esto no nos
debe sorprender, pues sabiamos que nuestro problema estaba acotado y por tanto se
verifica el teorema de Weierstrass, y en consecuencia ese 6ptimo global existia. Ademas
se verifica el teorema local global y por tanto todo 6ptimo encontrado es global. La linea
siguiente muestra el valor 6ptimo alcanzado por la funcién objetivo. Posteriormente, nos
dice que el punto 6ptimo encontrado satisface todas las restricciones del problema, no
existen infactibilidades. La cuarta linea nos informa del nimero de iteraciones realizadas
por el método iterativo usado para obtener la solucién. Sobre este punto realizaremos unas
consideraciones posteriormente. A continuacién, muestra el tiempo usado para encontrar
la solucién y, en la ultima linea, nos informa de que Lingo ha reconocido el problema como
un problema de programacion lineal, lo cual es correcto y coherente, y confirma que no
hemos cometidos ciertos errores a la hora de formular el problema.

La tabla del segundo bloque muestra la solucién 6ptima y su estructura. Ademaés del valor
6ptimo de la funcién objetivo (el beneficio éptimo del mes asciende a 170.000.000 €), sabe-
mos que la politica 6ptima consiste en producir 40 mil unidades en la planta de la ciudad
A y 30 mil en la de la ciudad B. Adem4s, en cuanto a la estructura de la solucién éptima,
vemos que son activas las restricciones de Empleo Maximo y de Control de Calidad, es
decir, se utiliza el nimero méximo de jornales disponibles (2.000) y se agotan las 1.440
horas disponibles para el control de calidad. Por otro lado, el resto de las restricciones son
inactivas, cumpliéndose con desigualdad estricta. En concreto, se utilizan 1.000 jornales
por encima del minimo disponible y se producen 30.000 unidades menos de la produccién
maxima disponible en A, y 10.000 unidades menos en B.

A continuacion, aclararemos dos cuestiones relativas a la resolucién del problema anterior. La
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primera se refiere al método iterativo empleado por Lingo para resolver el problema. La segunda,
mucho mds importante, tiene que ver con los multiplicadores de Lagrange o Kuhn Tucker, vistos en
el capitulo anterior para los problemas no lineales y que hasta ahora no se han mencionado aqui,
pese a su gran utilidad en el andlisis de la solucién obtenida. Comentaremos el primer aspecto a
continuacion, y dedicaremos el siguiente epigrafe al segundo.

Idea del procedimiento del Método del Simplex

El Método del Simplex es un procedimiento desarrollado en los anos 40 del siglo pasado por el
matematico norteamericano George Dantzig. Fundamentandose en las caracteristicas especificas de
los problemas lineales, formula y desarrolla sus propiedades con dlgebra matricial. Merced a ello,
se define el procedimiento de busqueda de la solucién éptima mediante un algoritmo iterativo, que
era posible implementar en los ordenadores de la época y que encontraba la solucién éptima en un
numero finito de iteraciones. Sus ideas fundamentales son las siguientes:

= Se inicia el proceso en un vértice factible del conjunto de oportunidades. Esto es sencillo
cuando el vértice con todas las variables de decisién nulas es admisible, es decir, cumple
todas las restricciones, y puede, por tanto, emplearse como vértice inicial del procedimiento.
En el caso que esto no ocurra, cosa bastante frecuente (como se ha visto en el ejemplo utilizado
en este capitulo), existe una fase previa que consiste en encontrar un vértice admisible. Este
procedimiento puede llevar, en problemas complejos, una buena parte del tiempo de cémputo.

= Desde cada vértice factible, el método pasa a otro vértice adyacente. En caso de existir varios,
se escoge aquel que mas mejore la funcién objetivo.

= El procedimiento finaliza cuando se alcanza la solucién éptima, o bien cuando el propio
algoritmo detecta que el problema no posee solucién 6ptima, por no estar acotado.

Como se ha dicho, el método fue disenado para ser implementado en un ordenador. Si hubiéra-
mos deseado resolver el ejemplo de la producciéon de vehiculos con este procedimiento de forma
manual, hubiésemos necesitado algunas horas, siempre que no hubiéramos cometido algtin error
de célculo en el proceso. A lo largo de todos estos afios, se han ido introduciendo mejoras en el
algoritmo inicial, con el fin de lograr un procedimiento computacional mas eficiente, atendiendo a
aspectos como la memoria necesaria para el almacenamiento de informacién o tiempo de proceso.
Ademas se han desarrollado otros procedimientos relacionados con el algoritmo inicial y sus pro-
piedades, como el método dual (método basado en el problema dual de nuestro problema original,
como comentaremos posteriormente), o algoritmos basados en otras ideas y fundamentos, como
los métodos barrera o métodos de punto interior, entre otros. Algunos de ellos estéan incorporados
en Lingo, y es posible decidir sobre estos aspectos en las opciones avanzadas del programa, aun-
que nosotros dejaremos que el propio programa lo decida, asi como otras estrategias internas del
método.

3.3. Dualidad en programacion lineal

Como ya vimos, en los problemas no lineales se define la funcién de Lagrange asociada y se
obtienen, a partir de las condiciones de Kuhn-Tucker, tanto las variables de decisiéon 6ptimas de
nuestro problema, como sus multiplicadores asociados, que poseen una importante interpretacién
econdmica. Obviamente, el problema lineal es un caso particular del problema no lineal, por lo
que también existen dichos multiplicadores, con la misma interpretacién. En el caso no lineal,
esos multiplicadores se obtenian en el propio proceso de resolucién, mientras que, en el caso de
problemas lineales, al utilizar otros procedimientos alternativos al uso de la funcién de Lagrange,
no se obtienen directamente. No obstante, las caracteristicas del problema permiten determinarlos,
aunque no se hayan utilizado en la determinacién de la solucién 6ptima, mediante calculos sencillos
una vez determinada dicha solucién éptima. Por lo tanto, cualquier programa de ordenador, incluido
el visto aqui, mostrara los multiplicadores éptimos, a la vez que la soluciéon éptima y las variables
de holgura. Como se ha dicho, su interpretacién es la misma que en el caso no lineal, e incluso,
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como mostraremos posteriormente, proporcionan una informacién mas completa, merced a las
propiedades especificas del problema.

Ejemplo 3.3: Produccion de vehiculos. Multiplicadores 6ptimos

Analice los multiplicadores 6ptimos del Ejemplo 3.1, utilizando Lingo.
Solucién

Recordemos que el modelo del ejemplo de produccién de vehiculos viene dado por:

Max B(xa,xp) =2r4+ 3z
s.a 20wa+40zp <2000  (R1)
2014 +40z5 > 1000  (R2)

x4 <70 (R4)
zp < 40 (R5)
T4, x>0 (R6; RT).

Si resolvemos el Ejemplo 3.1 utilizando Lingo, ademas de la solucién mostrada anteriormente
(Ejemplo 3.2), aparece, por defecto, una nueva columna (Precio dual) mostrando el valor
de los multiplicadores:
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor de la funcién objetivo: 170,0000

Variable Valor

XA 40,00000

XB 30,00000

Fila Holgura Precio dual

BENEFICIOS 170,0000 1,000000

EMPLEOMAX 0,000000 0,25E-01

EMPLEOMIN 1.000,000 0,000000

CONTCALID 0,000000 0,833333E-01

PRODUCMAXA  30,00000 0,000000

PRODUCMAXB  10,00000 0,000000

Veamos una serie de consideraciones sobre dichos multiplicadores:

= Podemos ver que los valores de los multiplicadores éptimos son coherentes, pues toman
el valor 0 para aquellas restricciones que son inactivas, como ya vimos en el capitulo
2. En efecto, un aumento pequeno en el recurso correspondiente tiene un efecto nulo
sobre nuestro beneficio éptimo, pues la solucién 6ptima no agota por completo los
recursos existentes en dicha restriccién.

= Los valores relativos a coste reducido, en la tercera columna de la primera parte de
la tabla, se interpretan como los multiplicadores asociados a las condiciones de no
negatividad de las variables de decisién. En este caso son nulos, pues las condiciones
de no negatividad se cumplen con holgura.

= Por ultimo, los multiplicadores éptimos son no nulos para las restricciones activas en
el éptimo (el asociado a la funcién objetivo no tendrd interpretacion).

Analicemos ahora los valores de los multiplicadores 6ptimos de las restricciones activas en
la solucién obtenida:

= La restricciéon del EMPLEOMAX tiene un multiplicador éptimo con valor 0,25F — 01 =
0,025, lo que nos expresa que nuestra funciéon objetivo mejoraria en esa cuantia si
incrementamos en una unidad el empleo maximo. Es decir, por cada jornal adicional
del que se disponga, el beneficio éptimo aumentard en 25.000 € (recordemos que la
funcién objetivo estd medida en millones).

= El multiplicador éptimo de la restricciéon del Control de Calidad es 0,83E — 01 =
0,083. Por lo tanto, por cada hora adicional de la que se dispusiera para este fin, el
beneficio 6ptimo aumentaria en 83.333 €.
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Podria argumentarse que la interpretacion de los multiplicadores de Lagrange, al obtenerse
a partir de una derivada, segin vimos en el capitulo , es un concepto limite y por lo tanto,
se refiere a incrementos infinitesimales. Efectivamente, en un problema no lineal general,
estos multiplicadores simplemente marcan tendencias y no se pueden interpretar como in-
crementos de unidades. Sin embargo, las caracteristicas del problema lineal nos permiten
extender esta interpretacién, y entender el valor éptimo del multiplicador de Lagrange co-
mo la variacién que experimentard el valor 6ptimo de la funcién objetivo por cada unidad
adicional de recurso de la que se disponga. Esto sera asi mientras se mantenga la estructura
de la solucién 6ptima. Por tanto, es conveniente conocer los intervalos en los que podré
variar cada recurso para que se mantenga esa estructura. Esa informacién la obtendremos
en el siguiente epigrafe, a raiz del andlisis de sensibilidad del problema.

3.4. Analisis de sensibilidad

Tradicionalmente, en programacién lineal se han estudiado tres aspectos importantes tras re-
solver el problema. Todos ellos se refieren al estudio de las variaciones en la solucién 6ptima, ante
variaciones en alguno de los elementos del modelo. Algunos de ellos han quedado desfasados a dia
de hoy, dada la posibilidad de resolver los problemas facilmente con programas de ordenador. Otros
necesitan un estudio mas en profundidad del que abordaremos en esta secciéon. En cualquier caso,
mencionamos estos tres aspectos a continuacién.

1. Andlisis postoptimo. Estudia la estabilidad de la solucién éptima de un problema de pro-
gramacién lineal ante un cambio concreto del valor de algin pardmetro (c;,b;,a;5), o la
introduccién de nuevas variables o restricciones. Este estudio puede tener sentido cuando,
por las caracteristicas del problema (por ejemplo, por sus elevadas dimensiones), sea com-
plicado resolver el problema de nuevo con los nuevos datos. Ademas, si el problema no se
ha resuelto por el Método del Simplex (o alguno que ofrezca una informacién equivalente),
puede ser complicado realizar este andlisis. En problemas de dimensiones pequenas y con la
potencia actual de los programas de ordenador, es preferible modificar los datos y volver a
ejecutar el programa. Es por ello que no abordaremos este caso.

2. Analisis de sensibilidad propiamente dicho. Consiste en determinar, para ciertos elementos
del problema, los intervalos en los que éstos pueden variar sin que se modifique la estructura
de la solucién éptima (es decir, la relacién de restricciones activas en el 6ptimo). Hay que
tener en cuenta que esta informacién es cierta si s6lo uno de los datos se modifica dentro del
intervalo correspondiente y los demas permanecen constantes.

3. Programacion lineal paramétrica. Aborda el comportamiento de la estructura de la solucién
optima y los distintos cambios que experimenta cuando algunos de los elementos del proble-
ma (principalmente, costes o recursos) presentan una expresién paramétrica, por ejemplo,
en funcién del tiempo o de otro elemento no intrinseco al modelo. Este enfoque presenta
propiedades de gran interés y en los ultimos anos existen estudios profundos sobre el te-
ma. Lamentablemente, la complejidad de este estudio queda fuera del alcance del presente
documento.

En consecuencia, nos centraremos en el andlisis de sensibilidad de un problema lineal y deter-
minaremos intervalos, denominados intervalos de sensibilidad, para cada uno de los coeficientes de
la funcién objetivo (costes, ¢;) y para cada uno de los términos independientes de las restricciones
(recursos, b;). Como se ha comentado antes, si s6lo uno de los datos se mueve dentro de su intervalo
de sensibilidad, la estructura de la solucién éptima del problema se mantiene. Ademas, realizare-
mos un estudio detallado en los extremos de los intervalos, sobre el cambio que experimenta la
estructura de la solucién 6ptima en ellos.

Es natural preguntarnos qué ocurre si dos o mas datos se mueven a la vez dentro de sus
intervalos de sensibilidad. En general, no se puede asegurar que la estructura de la solucién éptima
se mantenga si dos o mas elementos varian simultdneamente. La rama que estudia esos aspectos se
denomina andlisis de robustez del modelo, que no se abordard en este documento.
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Veamos los aspectos relativos al andlisis de sensibilidad, directamente sobre el ejemplo de fa-
bricacién de vehiculos.

Ejemplo 3.4: Produccién de vehiculos. Analisis de sensibilidad

Obtenga los intervalos de sensibilidad del Ejemplo 3.1, utilizando Lingo.
Solucién

Si resolvemos el Ejemplo 3.1 utilizando Lingo, es posible obtener el informe de intervalos
de sensibilidad para los costes y recursos del modelo, ademés de los otros elementos pre-
viamente comentados. Sin embargo, Lingo no hace este andlisis por defecto, por lo que hay
que especificar esta opcién. Concretamente, antes de resolver el modelo, deberemos ir a
“Solver— Options— General Solver— Dual Computations” y, dentro del desplegable, escoger
“Prices/Ranges”. Tras aceptar el cambio de opciones, procedemos a resolver el problema.
Aunque el informe inicial de la resolucién del problema no nos mostrara nada diferente a lo
que ya nos mostraba previamente, el algoritmo implementado ha resuelto el problema cal-
culando lo solicitado. Para que nos muestre dicha informacién, debemos volver a la ventana
que contiene el modelo del problema y seleccionar “Solver— Range”. Entonces, aparecera
una pantalla que muestra los intervalos de sensibilidad:

Lingo: Informe de Intervalos

Intervalos en los que la base no cambia:

Intervalos de los coeficientes de la funcién objetivo:

Coeficiente Incremento Decremento

Variable
actual permitido permitido
XA 2,00000 0,25000 0,50000
XB 3,00000 1,00000 0,33333

Intervalos de los términos independientes de las restricciones:

Valor Incremento Decremento
Restriccién

actual permitido permitido

EMPLEOMAX 2.000,00 133,3333 300,000

EMPLEOMIN 1.000,00 1.000,00 INFINITY

CONTCALID 1.440,00 180,000 120,000
PRODUCMAXA 70,0000 INFINITY 30,0000
PRODUCMAXB 40,0000 INFINITY 10,0000

Analicemos la informacién que aporta Lingo sobre los intervalos de sensibilidad de los dis-
tintos coeficientes. Esta informacion viene dividida en dos bloques, uno para los coeficientes
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de la funcién objetivo (costes) y otro bloque para los términos independientes de las res-
tricciones (recursos):

= La primera linea del primer bloque nos informa de que el valor actual del coeficiente de
la variable x4 es 2, y su intervalo de sensibilidad tiene como extremo superior el valor
actual mas el maximo incremento posible, es decir, 2 4+ 0,25 = 2,25. Por otro lado, el
extremo inferior vendrd dado por el valor actual menos el maximo decremento posible,
es decir 2—0,5 = 1,5. Asi, el intervalo es [1,5 ; 2,25] y tenemos la seguridad que si el
coeficiente de x4 se modifica, a partir de su valor actual, 2, a un valor dentro de ese
intervalo, la solucién éptima seguird teniendo la misma estructura. En los términos
de nuestro problema, eso quiere decir que si el beneficio por unidad producida en la
ciudad A se mueve entre 1.500 € y 2.250 €, la estructura de la solucién éptima no
cambia. Por lo tanto, en este intervalo, las restricciones activas (los elementos nulos y
no nulos de la solucién) seguiran siendo los mismos. Es importante tener en cuenta que,
en el caso en que movemos un coeficiente de la funcién objetivo, el conjunto factible no
varia, por lo que en realidad no cambian los valores concretos de la solucién 6ptima.
Dicho de otra forma, si el beneficio por unidad producida en la ciudad A se mantiene
dentro del intervalo encontrado, la solucién 6ptima seguird consistiendo en producir
40 mil unidades en la planta de la ciudad A y 30 mil en la de la ciudad B, con las
mismas restricciones activas y holguras. Lo que si cambiaria seria el valor de la funcién
objetivo en el 6ptimo.

= El intervalo de sensibilidad del coeficiente de la variable zp serfa [3 — 0,33 ; 3+ 1] =
[2,67 ; 4], y se puede realizar un analisis similar al anterior, para beneficios por unidad
producida en la ciudad B entre 2.666,67 € y 4.000 €.

= En el segundo bloque aparece la informacion relativa a los intervalos de sensibilidad de
los términos independientes de las restricciones. En la primera linea de este bloque, se
encuentra la restriccion EMPLEOMAX. De manera similar a lo comentado anteriormente,
podemos obtener el intervalo de sensibilidad del término independiente de esta res-
triccién, que serd [2000 — 300 ; 2000 4 133, 33] = [1700 ; 2133, 33]. Asi pues, podemos
afirmar que si el médximo de jornales disponibles varia entre 1.700 y 2.133, la estruc-
tura de la solucién 6ptima no varia. En estos casos en los que si estamos modificando
el conjunto de oportunidades y ademds estamos moviendo una restriccion activa, es
muy probable que los valores concretos de las variables 6ptimas cambien, aunque las
mismas restricciones seguirdn siendo activas e inactivas. Por otro lado, en este caso
podemos combinar esta informacién con la proporcionada por el multiplicador de La-
grange, que ya vimos en el capitulo 2. Recordemos que el multiplicador obtenido en
el ejemplo 3.3 resulta \* = 0,025. Podemos entonces afirmar que el beneficio 6ptimo
aumentard en 25.000 € por cada jornal adicional, hasta llegar a los 2.133 jornales.
A partir de ahi, la variacién ya puede ser distinta. De la misma forma, el beneficio
optimo disminuira en 25.000 € por cada jornal menos disponible, hasta llegar a los
1.700 jornales.

= Kl resto de los intervalos para los términos independientes de las siguientes restriccio-
nes seran:

e EMPLEOMIN: [1000 — oo ; 1000 + 1000] = (—oo ; 2000]. Esta restriccién seguird
siendo inactiva en todo el intervalo. Al salirnos de él, es muy probable que se
active.

e CONTCALID: [1440 — 120 ; 1440 + 180] = [1320 ; 1620]. Al moverse el ntmero de
horas disponibles para el control de calidad dentro de este intervalo, el beneficio
6ptimo aumentard en 83.333 € por cada hora adicional disponible (y disminuira
en 83.333 € por cada hora de menos).

e PRODUCMAXA: [70 — 30 ; 70 + oo] = [40 ; o0). Esta restriccién seguird siendo
inactiva en todo el intervalo.
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e PRODUCMAXB: [40 — 10 ; 40 4 oo] = [30 ; o0). Esta restriccién seguird siendo
inactiva en todo el intervalo.

Por ultimo, vamos a realizar un pequeno andlisis de lo que sucede cuando los valores de
nuestros datos toman exactamente los valores de los extremos del intervalo. Distinguiremos
dos casos:

= Coeficiente de la funcién objetivo. En esta situacion, cuando uno de los coefi-
cientes de la funcién objetivo se mueve en su intervalo de sensibilidad, lo que estamos
realizando es un cambio en la pendiente de las curvas de nivel. El 6ptimo se mantendra
hasta que llegamos a una curva de nivel que coincida con una de las restricciones, te-
niendo en ese caso una situacion de infinitas soluciones, que son todas las de la artista
correspondiente. Sobre nuestro problema, si modificamos el coeficiente de la variable
x 4 desde el valor 2 hasta el extremo 1, 5, la pendiente se va modificando hasta coincidir
con una arista, tal y como como se muestra en la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Sensibilidad de coeficientes de la funcién objetivo.

En lo que respecta a la salida de Lingo, jcomo podemos determinar la existencia de
infinitas soluciones? Obsérvese que en la solucion éptima de partida, con el coeficiente
de x4 igual a 2, el nimero de ceros entre las variables, debido a las restricciones
activas (incluyendo las condiciones de no negatividad), es 2, que es el nimero de
variables de decisién de nuestro problema. Y ademads, los multiplicadores 6ptimos
de esas restricciones activas son no nulos. Este es el caso de una solucién Optima
“normal”. Sin embargo, cuando el coeficiente de x4 esta en el extremo del intervalo,
1,5, la salida de Lingo muestra lo mismo con respecto a las restricciones activas, pero
en este caso, para una de las restricciones activas, CONTCALID, el multiplicador 6ptimo
es nulo. Esto indica que nos encontramos en un caso de infinitas soluciones éptimas.
Para determinar el nuevo vértice, bastaria tomar el coeficiente de x 4 igual a un valor
fuera de ese intervalo pero muy préximo al extremo, por ejemplo, 1,49. Veremos que
en el siguiente vértice, la restriccion CONTCALID se desactiva.

= Términos independientes de las restricciones. En esta situaciéon, cuando
el término independiente de una de las restricciones se mueve en su intervalo de
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sensibilidad, lo que estamos realizando es un cambio en el conjunto de oportunidades,
amplidandolo o reduciéndolo segun el caso.

Si esta restriccion es activa en el Optimo, éste se va modificando, aunque la estructura
de la solucién éptima se mantiene, hasta que llegamos a una situaciéon donde ésta
cambie, que serd en el extremo del intervalo de sensibilidad. Sobre nuestro problema,
si modificamos el término independiente de la restriccién EMPLEOMAX desde el valor
2.000 hasta el extremo 1.700, el conjunto de oportunidades se va modificando, y con
él la solucion 6ptima, como se muestra en la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Sensibilidad de recursos de una restricciéon activa.

En lo que respecta a la salida de Lingo, jcomo podemos determinar esta situacién?
Observemos ahora que en la solucién éptima de partida, con el término independiente
de EMPLEOMAX igual a 2.000, hay s6lo dos variables nulas (entre las variables de
decisién y las de holgura). Estas corresponden a las variables de holgura de las
dos restricciones que son activas en el éptimo (EMPLEOMAX y CONTCALID), y tienen
multiplicadores no nulos. Esto es lo que corresponde a una solucién éptima “normal”.
Sin embargo, cuando el término independiente de EMPLEOMAX se sitia en el extremo
del intervalo, 1.700, la salida de Lingo nos muestra un cero més, que en este caso
corresponde a la variable de holgura de la restriccion PRODUCMAXA, ademas de las dos
anteriores. En ese momento, por el éptimo pasan tres restricciones activas (lo que
llamdbamos solucidn degenerada), siendo ademds uno de los multiplicadores (el de
CONTCALID) nulo. Para determinar la nueva estructura de la nueva solucién 6ptima
tras abandonar el intervalo, bastaria tomar el término independiente de EMPLEOMAX
igual a un valor fuera de ese intervalo, pero muy préximo al extremo, por ejemplo,
1.699,99. Veremos que ahi, se desactiva la restriccién CONTCALID, por lo que su
variable de holgura pasa a ser estrictamente positiva.

Anteriormente hemos considerado el caso en el que modificamos el recurso de una
restriccién activa, lo que conlleva que las componentes del éptimo vayan cambiando.
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Analicemos ahora el caso en el que el recurso que se modifica dentro de su intervalo de
sensibilidad corresponde a una restriccién no activa. En este caso, dicha restriccién se
seguiria manteniendo como no activa en todo el intervalo de sensibilidad y el éptimo
se mantendra en el mismo punto. Al llegar a uno de los extremos, esa restriccién se
volveria activa. Mas alld del intervalo puede suceder que se desactive alguna otra res-
triccion, o incluso que el conjunto factible sea vacio. En nuestro ejemplo, consideremos
ahora la restriccién PRODUCMAXB, cuyo recurso vale actualmente 40, y su intervalo de
sensibilidad es [30 ; o). Si vamos reduciendo el valor del recurso hasta el extremo
inferior del intervalo (pues al extremo superior no podremos llegar nunca), nuestro
conjunto de oportunidades va reduciéndose, como se muestra en la Figura 3.7, pero
se sigue manteniendo el 6ptimo en el mismo lugar en el que se encontraba, hasta que
llegamos al valor 30. En este momento, la restriccion PRODUCMAXB también se activa
y lo que ocurre es que llegamos a una solucién degenerada como en el caso anterior.
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Figura 3.7: Sensibilidad de recursos de una restriccién no activa.

3.5. Un ejemplo de mayores dimensiones

Para terminar este capitulo, aplicaremos todos los conceptos aprendidos a un ejemplo con
dimensiones mayores, en el que no disponemos del apoyo grafico, como sucede en la inmensa
mayoria de los problemas reales.

Ejemplo 3.5: Cultivos tropicales

Un agricultor posee una finca de 100 hectdreas, que desea dedicar al cultivo de aguacates y
mangos. Concretamente, decide cultivar las siguientes variedades:

= Aguacates, variedad Hass,
= Aguacates, variedad Bacon,
= Mangos, variedad Osteen,

= Mangos, variedad Keitt.

La siguiente tabla muestra, para cada variedad, la productividad de la tierra (en kg de fruta
obtenidos anualmente por hectdrea cultivada), el precio obtenido por el agricultor (en euros
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por kg) y los costes de produccién (en euros por hectarea). El agricultor no desea destinar
maés de 550.000 € anuales a costes de produccién. Ademads, dado que la demanda de aguacate
es mayor que la de mango, decide destinar al menos 65 ha a esa fruta (incluyendo las dos
variedades). A fin de diversificar los cultivos para asumir menos riesgos, decide destinar
a cada variedad al menos 10 ha y no mas de 40. Finalmente, no desea dejar terreno sin
cultivar.

Variedad | Productividad Precio Costes
A - Hass 12.000 2,00 5.120
A - Bacon 11.000 2,25 5.230
M - Osteen 20.000 1,08 6.250
M - Keitt 25.000 1,00 6.500

El agricultor desea determinar la distribucién 6ptima de la finca entre las cuatro variedades,
de forma que se respeten todos los requisitos previamente descritos, y que se maximice el
ingreso anual total.

a) Modelice matemdticamente el problema.

b) Resuelva el problema con el programa Lingo. Interprete los valores éptimos de las
variables del problema, las variables de holgura y la funcién objetivo.

¢) El propietario de la finca colindante, le propone a nuestro agricultor cederle el nimero
de hectareas que desee (hectdreas completas, hasta un méximo de 20), por un alquiler
anual de 15.000 €. ;Le convendria al agricultor aceptar la propuesta? Si es asi jcudntas
hectareas seria conveniente alquilar?

d) Interprete los valores 6ptimos de los multiplicadores de Lagrange del resto de las
restricciones activas, junto con sus intervalos de sensibilidad.

Solucion

a) Las variables de decisién del problema son:

= Hass - hectareas dedicadas al cultivo de aguacate Hass,
= Bacon - hectareas dedicadas al cultivo de aguacate Bacon,

= Osteen - hectareas dedicadas al cultivo de mango Osteen,

Keitt - hectareas dedicadas al cultivo de mango Keitt.

Modelicemos a continuacién las restricciones del problema:

= Hectédreas cultivadas. Se dispone de 100 hectareas, que el agricultor desea cultivar
en su totalidad:

Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100.
= Costes de produccién. La tabla nos muestra los costes de produccion por hectarea
cultivada de cada variedad, y sabemos que el agricultor no desea destinar mas

de 550.000 € a dichos costes:

5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500K eitt < 550000.
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= Producciéon minima de aguacates. El agricultor decide destinar al menos 65 ha
al cultivo de aguacates (incluyendo las dos variedades):

Hass + Bacon > 65.

= Producciones minimas. El agricultor decide destinar al menos 10 ha a cada una
de las cuatro variedades:

Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10.

Obsérvese que estas restricciones hacen innecesarias, por redundantes, las condi-
ciones de no negatividad de las variables.

= Producciones maximas. El agricultor no desea destinar méas de 40 ha a ninguna
de las cuatro variedades:

Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40.
Finalmente, modelicemos la funcién objetivo del problema. La tabla nos muestra los

kilos de fruta obtenidos de cada variedad por hectarea cultivadas, asi como los precios
de venta por kilo. Por lo tanto, la funcién de ingresos del agricultor sera:

I(Hass, Bacon, Osteen, Keitt) = 2 - 12000Hass + 2,5 - 11000Bacon+

1,08 - 200000steen + 1 - 25000K eitt = 24000H + 247508 + 216000 + 25000K.

Asi pues, el problema del agricultor se modeliza mediante el siguiente problema de
programacion lineal:

Max I(Hass, Bacon,Osteen, Keitt) = 24000H ass + 24750 Bacon+
216000steen + 25000 K eitt

s.a Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100
5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500 K eitt < 550000
Hass + Bacon > 65

Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10

Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40.

Podemos hacer dos consideraciones iniciales sobre este problema. En primer lugar,
la existencia de cotas inferiores y superiores sobre todas las variables del modelo nos
asegura que el conjunto de oportunidades es acotado. Ademas, todas las restriccio-
nes incluyen la igualdad y la funcién objetivo es continua, por lo que el teorema de
Weierstrass nos asegura la existencia de un 6ptimo (en este caso, mdximo) global para
nuestro problema. Por otro lado, como en todos los problemas lineales, se satisfacen
las condiciones del teorema local global (por ser todas las funciones lineales), por lo
que no existirdn maximos locales que no sean globales.

b) El modelo para resolver este problema en Lingo es el siguiente:
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Lingo: Enunciado

[Ingreso] Max = 24000*Hass+24750*Bacon+21600%0steen+25000%Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+0Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*%0steen+6500*%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod_min_keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod_max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max_keitt] Keitt <= 40;

Obsérvese que se ha dividido la restriccién relativa a los costes de produccién en
dos. La primera es una restriccién auxiliar en la que calculamos los costes totales
de produccién y se almacenan en la variable Coste. En la segunda, establecemos la
restriccién propiamente dicha sobre los costes maximos. De esta forma, al resolver el
problema, tendremos directamente el valor de los costes de produccién, que es una
informacién interesante.

Una vez resuelto el problema en Lingo, obtenemos los siguientes resultados (sélo mos-
tramos aqui los que atafien a este apartado):
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Lingo: Solucién. Variables de decisién y de holgura

Solucién 6ptima global encontrada
Valor de la funcién objetivo: 2.422.159

Variable Valor

HASS 33,84058

BACON 40,00000

OSTEEN 10,00000

KEITT 16,15942

COSTE 550.000,0
Fila Holgura Fila Holgura
INGRESO 2.422.159 PROD_MIN_OSTEEN 0,000000
HECTAREAS 0,000000  PROD_MIN_KEITT 6,159420

COSTES_PROD 0,000000 PROD_MAX_HASS 6,159420
COSTE_MAX 0,000000 PROD_MAX_BACON  0,000000
PROD_AGUACATE  8,840580 PROD_MAX_OSTEEN 30,00000
PROD_MIN_HASS 23,84058 PROD_MAX_KEITT 23,84058

PROD_MIN_BACON  30,00000

Asi

pues, Lingo ha encontrado el 6ptimo global del problema lineal. La distribucién

optima de la tierra cultivable consiste en dedicar 33,84 ha al cultivo de aguacate Hass,
40 ha al cultivo de aguacate Bacon, 10 ha al cultivo de mango Osteen y 16,16 ha
al cultivo de mando Keitt. Con ello, el ingreso 6ptimo obtenido anualmente es de
2.422.159 €. La variable auxiliar Coste nos informa de que los costes de produccién
anuales ascienden a 550.000 €. En cuanto a las holguras, podemos concluir lo siguiente:

Se cultivan las 100 ha disponibles. Esto es obvio, porque la restriccion era origi-
nalmente de igualdad.

Se agota por completo el presupuesto maximo destinado a los costes de produc-
cién (550.000 €).

Se destinan a la produccién total de aguacate 8,84 ha por debajo del minimo
asignado (65).

En cuanto a las superficies minimas de 10 ha de cada variedad, el aguacate Hass
la supera en 23,84 ha, el aguacate Bacon la supera en 30 ha y el mango Keitt
la supera en 6,16 ha, mientras que el mango Osteen estd justo en la cantidad
minima.

En cuanto a las superficies maximas de 40 ha de cada variedad, al aguacate
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Hass se destinan 6,16 ha menos, al mango Osteen 30 ha menos y al mango Keitt
23,84 ha menos, mientras que se cultiva la méxima superficie posible de aguacate
Bacon.

Obsérvese que la solucién tiene 4 restricciones activas (si obviamos la auxiliar del
coste), que son las hectédreas totales disponibles, los costes de produccién méximos, el
cultivo minimo de mango Osteen y el médximo de aguacate Bacon. Se trata, por tanto,
de una soluciéon no degenerada.

Para contestar a esta pregunta, vamos a observar el valor 6ptimo del multiplicador de
Lagrange asociado a la restriccién de las hectéreas disponibles, asi como el intervalo
de sensibilidad de su término independiente:

Lingo: Solucién. Analisis post-6ptimo de la restriccion de hectareas

disponibles

Precio Incremento Decremento
Fila

Dual permitido permitido

HECTAREAS 20.289,86 1,307692 1,876923

El multiplicador éptimo nos indica que, por cada hectarea adicional de la que se
disponga, los ingresos 6ptimos anuales creceran en 20.289,86 €. Por lo tanto, como el
coste de cada hectarea adicional es de 15.000 € anuales, si mereceria la pena hacer la
operacion. Sin embargo, vemos que el intervalo de sensibilidad sélo permite aumentar
las hectareas en 1,31 sin que se modifique la estructura de la solucién éptima. Como
el propietario de la finca colindante sélo quiere ceder un nimero entero de hectareas,
s6lo tenemos asegurada la viabilidad de la operaciéon para una hectarea adicional.
Si resolvemos el problema con 102 hectareas, vemos que no hay solucién admisible
para el problema. Es decir, es imposible cultivar 102 hectéreas con las restricciones
actuales del problema. Es més, estudiando la solucién que produce Lingo en este caso,
vemos que la infactibilidad se produce en la restriccién del coste méximo. Podemos
entonces deducir que no se pueden cultivar mas de 101 hectareas, manteniendo los
costes anuales de produccion por debajo de 550.000 €. Por tanto, para plantearnos el
alquiler de 2 6 mas hectareas adicionales, habria que estudiar el impacto que tendria
sobre los costes de produccién, y si el incremento del ingreso 6ptimo compensa el
incremento de los costes y el precio del alquiler.

En el apartado anterior, hemos estudiado la restriccién de las hectareas disponibles.
Veamos ahora los valores del multiplicador éptimo y los intervalos de sensibilidad de
las otras tres restricciones activas.
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Lingo: Solucién: Anélisis post-6ptimo de las restricciones activas

Precio Incremento Decremento

Fila
Dual permitido permitido
COSTE_MAX 0,7246377 12.200,00 8.500,000

PROD_MIN_OSTEEN -3.218,841 7,522124 10,00000

PROD_MAX_BACON 670,2899 25,90551 6,692913

Interpretemos ahora estos datos para cada una de las restricciones:

= En cuanto a los costes de produccion, el multiplicador 6ptimo nos dice que por
cada euro adicional destinado a los costes de produccién, los ingresos éptimos
creceran en 72 céntimos. Por lo tanto, no trae cuenta aumentarlos, por lo menos
por debajo de 12.200 €, que es el incremento maximo de intervalo de sensibilidad.
Si serfa conveniente disminuirlos, hasta en 8.500 €, ya que por cada euro menos de
coste de produccién, los ingresos sélo disminuyen en 72 céntimos. Si intentamos
resolver el problema con un tope de costes de produccién menor que 541.500
(=550.000 - 8.500), vemos que no hay solucién factible, es decir, es imposible
cultivar las 100 hectareas por debajo de ese coste de produccion.

= En lo que respecta a la produccién minima de mango Osteen, vemos que los
ingresos Optimos suben en 3.218,84 € por cada hectdrea menos que dediquemos
a este cultivo, y eso seria asi hasta disminuir ese minimo hasta 0, es decir, no
cultivar nada de esa variedad. Por lo tanto, estamos cultivando mango Osteen
para mantener la diversificacién de los cultivos, pero no nos resulta rentable.

= Finalmente, la conclusién con el aguacate Bacon es la contraria: seria rentable
cultivar mas de las 40 hectareas permitidas de esa variedad, y el ingreso éptimo
anual se incrementa en 670,29 € por cada hectarea de mas cultivada. Esta si-
tuacién se mantiene hasta llegar a las 65,91 hectareas. Resolviendo el problema
con un valor ligeramente por encima de esa cantidad, vemos que la restriccién se
desactiva, por lo que ya no conviene seguirla aumentando.
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Capitulo 4

Programacion entera y binaria

Existen situaciones en las que las variables continuas no son capaces de representar la realidad

del problema. Los métodos y técnicas desarrolladas hasta ahora correspondian a problemas donde
las variables de decisién eran variables continuas, es decir, debian cumplir las restricciones impues-
tas pero sus valores no tenian que cumplir la condicién de ser valores enteros. Pues bien, serd en
este momento donde comentaremos algunos de los aspectos que surgen cuando deseamos o nece-
sitamos imponer esa condicién de forma explicita. Comprobaremos que incorporar esa condicién
en la modelizacién del problema sera simple, aunque llevard incorporada una mayor complejidad
computacional que, aunque nosotros no tendremos que implementar, serd muy conveniente conocer
algunos aspectos.
Posteriormente, mostraremos uno de los problemas més tradicionales de programacién lineal entera,
conocido como problema de transporte, con algunas de sus variantes. Finalmente, presentaremos la
gran potencialidad del uso de variables binarias en nuestros modelos. Las variables binarias seran
variables, como su nombre nos puede hacer intuir, que s6lo pueden tomar dos valores, normalmente
los valores 0 y 1, y aunque podriamos pensar que no es mas que un caso particular del problema
con variable entera, tiene un uso mas amplio.

4.1. Programacion lineal entera

En este epigrafe introduciremos los problemas en variable entera y daremos una idea intuitiva
sobre su resolucién.

Definicién 4.1: Problema de programacion lineal entera

Un problema de programacion lineal con variable entera, serd aquel problema lineal con, al
menos, una de sus variables entera.

Consideremos el marco general de los problemas de programacion lineal estudiados en el capitulo
anterior:

donde la funcién objetivo es lineal, al igual que la formulacién de sus restricciones. Existen situacio-
nes en las que las soluciones deben tener alguna variable entera y esta condicion debe ser incluida
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en el modelo. En estos casos, el problema se formularia de la siguiente forma:

r

Mazx cix

(PLE)

x; €4, j€J,

\

donde la funcién objetivo es lineal, al igual que la formulacién de sus restricciones y, ademas de la no
negatividad de las variables, se indica que la variable x; toma valores enteros, para un subconjunto
J de las variables. N6tese que puede haber una o mas variables enteras en un problema de este
tipo.

Uno podria pensar que la mejor forma de resolver los problemas de programacién lineal entera
seria resolver, en primer lugar, el problema de programacién lineal y redondear la solucién al
entero mas préximo. Sin embargo, este proceso puede llevar a soluciones fuera del conjunto factible
o pueden no llegar a ser soluciones éptimas, como podremos comprobar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1: Fabrica de muebles

Una empresa fabrica sillas y mesas utilizando para ello ldminas de madera y mano de obra.
Las cantidades de recurso, medidas en m?, que se utilizan para la fabricacién de cada silla
y mesa, asi como las cantidades disponibles de cada uno de ellos y los ingresos unitarios de
las sillas y mesas, vienen recogidos en la tabla siguiente:

Sillas | Mesas | Recursos Disponibles

Madera 4 6 24
Mano de obra 8 3 24
Ingreso unitario 8 10

La empresa desea saber la cantidad de sillas y mesas que debe fabricar para maximizar el
ingreso total.

Solucion

Para resolver el problema, en primer lugar, definimos sus elementos:

= Variables de decisién: z indica el nimero de sillas a fabricar; mientras y denota el
nimero de mesas.

= Funcién objetivo: Se trata de maximizar los ingresos obtenidos, por lo que atendiendo
al ingreso unitario por producto, el ingreso total seria:

Max 8-x+10-y

= Las restricciones del problema vienen dadas por las limitaciones en los recursos dispo-
nibles. De esta forma, se debe tener en cuenta la madera y la mano de obra disponibles.
Matematicamente, estas condiciones se pueden escribir como sigue:
e Limitacién de madera: 4o + 6y <24 (R1)
e Limitacién de mano de obra: 8z + 3y < 24 (R2)
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= Por ultimo, las condiciones de no negatividad para ambas variables.

z,y >0 (R3;R4)

En la Figura 4.1 se muestra la solucién grafica del problemas:

ot

(m“) i :

L)

f(.y) = 128/3

(R3) \| (Ra)

.1 0 1 2 3 4

Figura 4.1: Resolucién grafica del ejemplo.

donde la regién factible estd sombreada en azul y la curva de nivel 6ptima esta senalada en
rojo. De esta forma, la solucién del problema sugiere construir 2 sillas y % mesas con un
ingreso total de 8 -2+ 10 - g = 42,666 €. Esta solucién carece de sentido practico, pues no
se pueden construir g mesas. Esto se debe a que no hemos considerado que las variables
deben tomar valores enteros, es decir: x,y € Z. Entonces jcdémo resolvemos el problema?

En la siguiente imagen, se resaltan en azul los puntos que forman la regién factible, consi-

derando las variables enteras:
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Figura 4.2: Region factible con variables enteras.

Como hemos mencionado antes, para resolver el problema, la respuesta que podria ser més
intuitiva consiste en redondear los valores de la solucién que no son enteros a su entero mas
préximo. En este ejemplo, y aplicando esta estrategia, obtendriamos el punto (2,3), resaltado
en naranja, que queda fuera de la regién factible marcada por las condiciones del problema,
por lo que no podria ser solucién. Asimismo, se puede observar que si redondeamos por
defecto, el punto que obtenemos (2,2) no es maximo, puesto que en el punto (1,2), por
ejemplo, se alcanzaria un mayor valor de la funcién objetivo.

Dado que es cuestionable redondear la soluciéon no entera para obtener una solucién entera, se
han disenado estrategias propias para la resolucién de estos problemas en variable entera, como
es el caso de los métodos de ramificacién y acotacién (en inglés, Branch and bound, Land y Doig,
1960) o ramificacién y corte (en inglés, Branch and cut). Como su nombre indica, estos métodos se
apoyan en un esquema de arbol, en el que se realiza una exploracién por sus ramas, incorporando
restricciones al modelo. Habrd ramas que no interese explorar, y el criterio para ello es la acotacién.
Esto quiere decir que la exploraciéon continuara, si estamos maximizando, por aquella rama que
aporta un valor mayor de la funcién objetivo (resp. para un problema a minimizar). A continuacién,
se muestra como funcionan estos algoritmos, resolviendo el ejemplo anterior.

Ejemplo 4.2: Fabrica de muebles. Resolucion por ramificaciéon y acotacién

Resuelva el problema del Ejemplo 4.1 mediante el método de ramificaciéon y acotacion.

Solucion
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Partiendo del planteamiento con variables enteras, el problema quedaria definido por el
siguiente modelo:

Max 8x + 10y

s.a  4dr+6y <24 (R1)
8z +3y <24 (R2) (4.1)
z,y >0 (R3;R4)

z,y € Z,

donde la region factible viene dada por los puntos de color azul que aparecian en la Figura
4.2. En primer lugar, resolvemos el problema sin tener en cuenta las condiciones de variable
entera, esto es:

Maz 8x+ 10y
s.a  4dx+6y <24 (RI1)
8r+3y <24 (R2)

2,y >0 (R3;R4)

La solucién proporcionada por esta aproximacién (4.2) toma un valor no entero para el

nimero de mesas (y). En concreto: y = %. Este nimero se puede descomponer como:
8 2
Y73 3

por lo que, considerando valores enteros, se podria decir que y < 2 6 y > 3. Aplicamos esta
nueva condicién y resolvemos los dos problemas resultantes:

Max 8x + 10y

s.a dr+6y <24 (R1)
(Subproblema 1) 8z+3y <24 (R2)
y>3 (R3)

2,y >0 (R4;R5).

Maz 8x + 10y

s.a dx+6y <24 (R1)
(Subproblema 2) 8z+3y <24 (R2)
y<2 (R3)

x,y >0 (R4;Rb).

Graficamente, la regién factible de ambos problemas quedaria separada de la siguiente forma
(obsérvese que no se ha dejado fuera de los subconjuntos considerados ninguna solucién
entera del problema):
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Figura 4.3: Regién factible con variables enteras. Ramificacion.

Ahora, podemos resolver cada problema por separado:
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Figura 4.4: Resolvemos cada problema de la ramificacién.
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Como se aprecia en la figura, la solucién para el subproblema 1 sugiere fabricar 3/2 sillas y

3 mesas. Esto, evaluado en la funcién objetivo, supone un ingreso de: 8 - % +10-3 =42 €;

mientras que la solucién para el subproblema 2 supone fabricar % sillas y 2 mesas, con un

ingreso de: 8 - % + 10 - 2 = 38 €. Ninguna de las soluciones nos proporciona un resultado
coherente, pues ambas sugieren fabricar un nimero no entero de sillas. Es por ello que el
procedimiento debe continuar. Como se trata de un problema a maximizar, continuamos
por la rama o subproblema que proporcione un mayor valor de la funciéon objetivo. En
este caso, continuamos apoyandonos en el subproblema 1. Ahora, repetimos el proceso de
ramificaciéon con la variable x, pues ha resultado no entera en la solucién obtenida:

—3—1—|—1—> <1l6x>2
x—2— 5 r<16zxz>

Lo que nos deja los siguientes subproblemas a estudiar:

Mazx 8x 4+ 10y

s.a  drx+6y<24 (R1)
8x+3y <24 (R2)

(Subproblema 1.1)

y>3 (R3)

x<1 (R4)

xz,y >0 (R5;R6).

Maz 8x + 10y

s.a  4dr 46y <24 (R1)
8x+3y <24 (R2)

(Subproblema 1.2)

y=>3 (R3)

x>2 (R4)

xz,y >0 (R5;R6).

Graficamente, la regiéon factible de ambos problemas quedaria separada de la siguiente
forma:
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Figura 4.5: Regién factible con variables enteras. Segunda ramificacién.

En la figura se observa cémo el subproblema 1.2 tiene una regién factible vacia y por tanto
no es un problema factible. Analiticamente habria que intentar resolverlo para ver que no
hay puntos factibles. Asi que sélo resolvemos el subproblema 1.1. Tal y como se observa
en la figura, obtenemos una solucién en el punto (1 %) con un valor de ingresos de 41, 33
€. Una vez mas, obtenemos una solucién con valores no enteros, por lo que repetimos el
procedimiento de ramificacién con la variable y, apoydandonos en el subproblema 1.1.
y=%0=3+%—>y§3éy24.

Lo que nos deja los siguientes subproblemas a estudiar:

Max 8z + 10y
s.a  dr+6y<24 (R1)

8z +3y<24 (R2)

(Subproblema 1.1.1) y>3 (R3)
x<1 (R4)
y<3 (R5)

xz,y >0 (R6;RT).

En esta ocasién, las restricciones (R3) y (R5) se reducen a una restriccién de igualdad:
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Max 8z + 10y
s.a  dr+6y <24 (R1)

8z +3y<24 (R2)

(Subproblema 1.1.2) y>3 (R3)
x<1 (R4)
y>4 (R5)

xz,y >0 (R6;R7).

Ahora, ambas regiones factibles se reducen a un punto.

0.5
(R6)

-1 -05 0 05 15 2 25 é,_l(fﬂ7)3.5 4

Figura 4.6: Regién factible con variables enteras. Tercera ramificacion.

Como se puede ver en la figura, la regién factible del subproblema 1.1.1 se reduce al punto
(1,3), solucién de este subproblema, con un valor de la funcién objetivo de 38; mientras
el punto (0,4) es la solucién del subproblema 1.1.2 con un ingreso de 40 u.m. Esto, en
comparacion con lo obtenido en el subproblema 2 en el que hemos obtenido una solucién no
entera con un valor de la funcién objetivo inferior (38), nos lleva a descartar el andlisis de
la rama derivada del subproblema 2.

Por tanto, ya hemos encontrado una solucién factible con variables enteras, que consiste en
fabricar 4 mesas y ninguna silla.

Una vez visto cémo funciona el algoritmo de ramificacién y acotacion para problemas de variable
entera, podemos esbozar un procedimiento general siguiendo el siguiente esquema:
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1. Resolvemos el problema planteado, sin considerar las condiciones de que las variables sean
enteras.

= Si la solucién toma valores enteros en las variables enteras, hemos acabado. Es la solucion
del problema.

= Si la solucién no toma valores enteros en las variables enteras, procedemos al paso 2.

2. Para aquellas variables x; que no son enteras en la soluciéon de la rama, las descomponemos

de la siguiente forma:
s ] a1
. (4.3)
x; < [z
donde [z;] denota la parte entera de z;.

3. Anadimos una de las restricciones (4.3) y resolvemos los problemas resultantes.

= Si la solucién, para alguno de los problemas construidos, toma valores enteros en las
variables enteras, habriamos acabado el andlisis por esa rama. Ahora, podemos ”podar”
otras por acotacion y continuar analizando. Esto es equivalente a estudiar si hay otras
ramas con mayor valor de la funcién objetivo por las que interesa seguir.

= Si la solucién no toma valores enteros en las variables enteras, volvemos al paso 2. Para
ello, continuamos con el subproblema generado que ha obtenido un mejor valor de la
funcién objetivo: el mayor si el problema es a maximizar, o el menor en caso contrario.

Como se aprecia, el esfuerzo de estos métodos iniciales era elevado, por lo que a lo largo de
todos estos afios se han incorporado distintas variantes, algunas de ellas implementadas en Lingo,
que permiten indicar las variables enteras y modificar otras opciones avanzadas del programa.

A continuacién, veremos un caso particular de problema en variable entera conocido como el
problema del transporte.

4.1.1. El problema del transporte, un modelo con variables enteras

El problema del transporte es un problema cldsico de la programacion lineal entera. Se quiere
determinar qué cantidad de mercancia enviar, en lotes indivisibles, desde m puntos de origen, donde
se almacena, a n puntos de destino, al menor coste. Es un modelo que se usa muy a menudo en
la industria, aunque atendiendo a particularidades en el proceso de modelizacién. En el problema
estdndar, las variables de decisién se definen como z;;, que denota las unidades de mercancia
transportada del origen 4 al destino j. Para expresar formalmente el modelo matematico, se conocen:

» c;;: Los costes de transportar una unidad o lote del origen 7 al destino j. Este coste puede estar
dado en distintas unidades, siendo las mas usuales la distancia o la duracién del recorrido o
unidades monetarias.

= ¢;: Las cantidades de producto disponible en cada origen i.

= d;: La cantidad demandada en cada punto de destino j.

Asi, suponiendo que la demanda es menor o igual que la oferta, se deduce la siguiente formu-
lacion del problema:

Min 3570, 300 cij - Tij
sa Yo% <e(i=12,..m)
(Modelo transporte) S gy 2 d; (f=1,2,..)

zi; >0(@=12,..m,j=1,2,..n)

zi; €2 (i=1,2,..m, j=1,2,..n),
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donde:
= La funcién objetivo recoge la funcién de costes de transporte de todas las mercancias.

= La primera restriccion contempla que la cantidad total de productos transportados desde cada
origen ¢ (¢ = 1,2,---m) a los destinos (j = 1,2---n) debe ser inferior a la oferta disponible
en dicho origen.

= Ademsds, se anade una restriccién andloga para la demanda. En este caso, se indica que,
al menos, debe satisfacerse la demanda de mercancia enviada desde cualquier origen ¢ (i =
1,2,---m) a cada uno de los destinos j (j =1,2,---n).

= Por tdltimo, se contemplan las condiciones de no negatividad y que sean enteras las variables
del problema ,ya que indican el nimero de lotes de mercancia a transportar.

Hay situaciones en las que la cantidad demandada es igual a la oferta disponible (C'). En este
caso tenemos un problema equilibrado, donde la oferta es igual a la demanda y ambas son positivas.

n

iei:Zdj :C>0
i=1 j=1

Asi, si el problema estéd equilibrado las desigualdades se pueden convertir en restricciones de igual-
dad.

Normalmente, siempre que se estén minimizando costes,la soluciéon proporcionada por el modelo
consistird en enviar justamente lo demandado, sin excederse. Sin embargo, en el caso de maximizar
utilidades, si tenemos suficiente oferta, podremos enviar més productos de los demandados al
destino. Si esto no es lo que se desea, estas condiciones adicionales deben verse reflejadas en el
modelo. Por ejemplo, imponiendo que las demandas se satisfagan con igualdad.

Para resolver el problema del transporte, se han desarrollado algunos algoritmos como los
métodos de la Esquina Noroeste y Vogel REFERENCIA. Sin embargo, utilizando Lingo también
es posible resolver estos modelos como un problema de programacién lineal.

Veamos un ejemplo basico para aclarar la situacién:

Ejemplo 4.3: Transporte de aceite

Una empresa local de aceites debe distribuir cajas de aceite a 3 tiendas: T1, To y T3. La
demanda es de 15 cajas por parte de la tienda T} y 10 en las otras dos tiendas. Actualmente,
la empresa tiene 15 cajas en el centro de distribucién C'D; y 20 en el centro C' Dy. Ademss,
la siguiente tabla (disenada por la empresa) resume los gastos de transporte unitario (en
unidades monetarias) desde cada centro de distribucién a cada tienda:

T | Ty | Ts

CDy | 1 5 | 10

CDy | 10 | 1 )

Asi, la pregunta que se hace la empresa es ;jcémo se ha de realizar el transporte de las
cajas al menor coste posible? Modelice el problema y obtenga su solucién con Lingo.

Solucién
En primer lugar, se definen las variables de decision:

CD;T; = nimero de unidades transportadas desde el centro de distribucién C'D; a la tienda
T;.
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Estas variables son enteras y no negativas, es decir: CD;T; > 0y CD;T; € Z. Asi, por
ejemplo, C' D115 determina el niimero de unidades transportadas desde C'D; hasta la tienda
Ts.

A continuacion, se definen las restricciones en funcién de las variables de decisién. En este
caso, debemos tener en cuenta:

= La disponibilidad u oferta de unidades que se encuentran en cada centro de distribu-
cion:

[diSpCDl] CDiTy +CDT5 +CDT5 < 15
[diSpCDQ] CDsTy + CDyTs + CDyT3 < 20.
» La demanda de unidades de cada tienda:

[demTl] CD1T1 + CDQTl Z 15
[deng] CDT5 +CDyT5 > 10

[deng] CDT5 +CD>yT3 > 10.

En este caso, las desigualdades en las restricciones podrian ser sustiuidas por igualdades,
yva que la oferta y la demanda coinciden.

Por tltimo, para determinar cudl es la forma més econémica de distribuir las cajas, se define
la siguiente funcion objetivo:

Min CD Ty + 5CD1To + 10C D1 T3 + 10C DTy + CDoTo + 5CDoT3

Ahora, aunque existen algoritmos particulares para resolver el problema del transporte,
planteamos el modelo con Lingo:

Lingo: Enunciado

Min = CD1T1+5%CD1T2+10%CD1T3+10%CD2T1+CD2T2+5%CD2T3;
[dispCD1] CD1T1+CD1T2+CD1T3 <= 15;
[dispCD2] CD2T1+CD2T2+CD2T3 <= 20;
[demT1] CD1T1+CD2T1 >= 15;

[demT2] CD1T2+CD2T2 >= 10;

[demT3] CD1T3+CD2T3 >= 10;
©@Gin(CD1T1);

@Gin(CD2T1) ;

@Gin(CD1T2) ;

@Gin(CD2T2) ;

@Gin(CD1T3);

@Gin(CD2T3) ;

Obsérvese que la orden @Gin (x) indica que la variable x es de tipo entero.
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 75,00000

Variable Valor

CD1IT1 15,00000

CD1T2 0,000000

CD1T3 0,000000

CD2T1 0,000000

CD2T2 10,00000

CD2T3 10,00000

Asi, se deduce que la estrategia 6ptima para portar la mercancia es llevar 15 unidades del
centro de distribucién C'D; a la tienda 77 y desde el centro de distribucién C' Dy, satisfacer
la demanda de las tiendas 75 y T3 portando 10 unidades a cada una. Como la oferta
coincide con la demanda, en este caso, todas las restricciones se verifican con igualdad. El
coste minimo asciende a 75 unidades monetarias.

Los problemas de transporte pueden complicarse de distintas formas, por ejemplo:

= Cuando el total de demanda no coincide con la oferta. En este caso, como hemos comentado, se
dice que el problema no esta equilibrado. Y se podria penalizar el almacenaje de la mercancia
sobrante en el almacén (si la oferta es menor que la demanda) o la falta de mercancia (si la
demanda es mayor que la oferta).

= Si los vehiculos de transporte tienen una capacidad limitada.

= Si algunos nodos son, simultdneamente, puntos de demanda y origen de mercancias para
otros destinos. También conocidos como puntos de transbordo. Veamos un caso practico de
este ultimo punto mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4: Transporte de medicamentos con transbordo.

Una farmacéutica tiene 3 centros de fabricacion de medicamentos, que llamaremos Fj,
F5 y Fs5. En concreto, F; produce un total de 3200 de unidades al dia, F produce 3000
y, por ultimo, F3, 2400 unidades. Una vez fabricados los lotes de medicamentos, éstos se
transportan y almacenan en dos naves, N7 y Na, con una capacidad de 4000 y 5000 unidades,
respectivamente. Los costes de transporte de las fabricas a las naves estan recogidos en la
siguiente tabla:

Ny | N,
F | 15| 10
F 10| 9
Fyl11| 7
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En estos puntos se realiza un control de calidad, antes de su reparto a 5 farmacias distintas:
Py, Py, P;, Py, Ps. Los costes de transporte de las naves a las farmacias, asi como la demanda
en cada farmacia vienen dados por la siguiente tabla:

P |\ B | P | Py| P

Ny 5 6 4 7 4

No 3 ) 7 4 3

Demanda (miles de unidades) | 1 | 1,5 | 1,5 | 2,2 | 2,3

Dada esta situacién, los gerentes quieren conocer cudl es la estrategia éptima para enviar
la mercancia desde las fdbricas hasta las farmacias, de forma que la demanda quede
completamente cubierta, al menor coste posible.

Solucion

Vamos a definir las variables de decisién como:
F;N; = {ntmero de unidades transportadas desde el centro de fabricacién i a la nave j}

N; P, = {ntimero de unidades transportadas desde la nave j a la farmacia k}

Estas variables son enteras y no negativas, es decir: F;N;, N;P, > 0y F;N;, N;P, € Z.
En este caso, las fabricas (i = 1,2, 3) son los origenes del problema y las farmacias (k =
1,2,3,4,5) los destinos finales. Ademés, las naves (j = 1, 2) participan como destino de las
fabricas, y como origen hacia las farmacias. La siguiente figura muestra la representaciéon
en red de este problema.

(m) b

l 1

[
F2 P3
10 <
N[O\
1 —\¢°
>
P4
1
¥
F1 P5

Una vez definidas las variables de decisién, formalizamos las restricciones, teniendo en cuen-
ta:
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= La disponibilidad u oferta de unidades que se encuentran en cada fabrica:

[Fﬂ F1 N1+ F1 Ny < 3200
[Fz} FyN1 + F5 Ny < 3000

[F5] F3N; + F3No < 2400.
= La oferta en cada nave no puede superar la capacidad del mismo:

[N1] NiPy+ NiPy + N, P; + NP, + Ny P5 < 4000

[Na] NoPy + NoPy 4+ NoPs + NoPy + NoPs < 5000.
= En cada nave, la cantidad que sale, no puede superar la cantidad que llega:

[desNi] Fi\Ni+ FoNy + F5N; — (N1Py + N1 Py + N1Ps + N1 Py + N1 Ps) > 0
[deSNQ] F1N2 + F2N2 + F3N2 — (NQPl + N2P2 + N2P3 + N2P4 + N2P5) Z 0.
Con las restricciones actuales, podria llegar a una nave una cantidad mayor a su

capacidad. Sin embargo, como la funcién objetivo minimiza, tenemos asegurado que
llega justo lo necesario para continuar el proceso.

» La demanda en cada farmacia ha de ser cubierta desde las naves:

[Pi] NiPi+ NoPp > 1000
[P] NPy + NoPy > 1500
[Ps] NyPs+ NaPs > 1500

[P)] NP+ NoPy > 2200

[Ps] NyPs+ NyPs > 2300.

Para resolver el problema, entonces planteamos el modelo con Lingo:
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Lingo: Enunciado

Min = 15%F1N1+10*F1N2+10*F2N1+9*F2N2+11*F3N1+7+F3N2+5%N1P1+6*N1P2+
4xN1P3+7+N1P4+4%N1P5+3%N2P1+5*N2P2+7*N2P3+4*N2P4+3*N2P5 ;
[F1] F1N1+F1N2 <= 3200;

[F2] F2N1+F2N2 <= 3000;

[F3] F3N1+F3N2 <= 2400;

[N1] N1P1+N1P2+N1P3+N1P4+N1P5 <= 4000;

[N2] N2P1+N2P2+N2P3+N2P4+N2P5 <= 5000;

[desN1] FiN1+F2N1+F3N1-N1P1-N1P2-N1P3-N1P4-N1P5 >= 0;
[desN2] F1N2+F2N2+F3N2-N2P1-N2P2-N2P3-N2P4-N2P5 >= 0;
[P1] N1P1+N2P1 >= 1000;

[P2] N1P2+N2P2 >= 1500;

[P3] N1P3+N2P3 >= 1500;

[P4] N1P4+N2P4 >= 2200;

[P5] N1P5+N2P5 >= 2300;

QGin(F1N1);

QGin(F1N2) ;

@Gin(F2N1) ;

@Gin(F2N2) ;

QGin(F3N1);

QGin(F3N2) ;

@Gin(N1P1);

@Gin(N1P2);

@Gin(N2P1);

@Gin(N2P2) ;

Q@Gin(N1P3);

QGin(N1P4) ;

@Gin(N1P5) ;

@Gin(N2P1);

@Gin(N2P2) ;

Q@Gin (N2P3) ;

@Gin(N2P4) ;

@Gin(N2P5) ;
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 114.400,0

Variable Valor

F1N2 3.100,000

F2N1 3.000,000

F3N1 500,0000

F3N2 1.900,000

N1P2 1.500,000

N1P3 1.500,000

N1P5 500,0000

N2P1 1.000,000

N2P4 2.200,000

N2P5 1.800,000

Fila Holgura

F1 100,0000

N1 500,0000

En los resultados de Lingo s6lo se han resaltado aquellos que no son nulos. La solucién
encontrada supone un coste total del transporte de medicamentos de 114.400 u.m. La in-
terpretacion de dicha solucién, es la siguiente:

= Al almacén N;j llegan 3000 unidades de la fabrica Fy y 500 de F3.
= A la nave Ny llegan 3100 unidades de la fabrica F; y 1900 de F5.

= De la nave N; salen 1500 unidades hacia la farmacia P, 1500 hacia Ps y 500 hacia
P;.

= De la nave Ny salen 1000 unidades hacia la farmacia P;, 2200 hacia P, y 1800 hacia
bs.

= En cuanto a las holguras, hacen referencia al cumplimiento de las restricciones. En este
caso, todas las restricciones son activas (pues sus holguras son 0) salvo las denotadas
por [F1] y [N1]. En particular, la holgura de la restriccién [F'1] contempla que la
fabrica 1, que tiene una capacidad de oferta de hasta 3200, no es alcanzada sino que
aun tiene disponibilidad de ofertar 100 unidades mas. Esto supone que la suma de la
cantidad transportada a la naves 1 y 2 no debe superar las 3200 unidades. Dicho de
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otra forma, la solucién muestra que la fabrica 1 sélo transporta 3100 unidades a la
nave 2 y ninguna a la nave 1 (F1N2 = 3100, F1N1 = 0). Esto implica que la fdbrica
1 tiene atn capacidad para producir o almacenar 100 unidades maés.

= Por otro lado, que la holgura de la restriccién [N1] sea de 500, indica que la nave 1
tiene capacidad para 500 unidades més, por lo que sélo transportara 3500 unidades a
las 5 farmacias, en lugar de las 4000 para las que tendria capacidad.

= Ademsds, cabe destacar el hecho de que el resto de holguras son nulas, por lo que las
restricciones se verifican con igualdad. Esto implica que de la fdbrica 2 y fabrica 3,
toda la produccién se transporta a las naves. Por otro lado, por ser la holgura de
restriccién [N2] nula, se entiende que toda la mercancia que hay almacenada en la
nave 2 es trasladada a las farmacias.

4.2. Programacion lineal binaria

Un caso particular de variables enteras es considerar variables binarias o dicotémicas.

Definicion 4.2: Variable binaria

Se dice que una variable es binaria si sélo puede tomar los valores V' = {0, 1}.

Este tipo de variables se emplea en muy diversas situaciones para modelizar aquellos casos en
los que se quiere senalar si se cumple, o no, un determinado escenario. Ademds, en ocasiones, el
empleo de variables binarias es clave para transformar un problema en lineal. A continuacién se
presentan algunas ideas para abordar estas situaciones.

4.2.1. Cémo usar variables binarias. Algunas ideas

Las variables binarias no siempre desempenan un papel protagonista en la modelizaciéon de
problemas de optimizacién. Hay ocasiones en las que se definen como variables auxiliares para
representar condiciones légicas. A continuacién, se expone un ejemplo que recoge una de estas
situaciones:

Ejemplo 4.5: Fabricacién de golosinas con condiciones

Una fabrica produce 3 tipos distintos de golosinas A, B y C. La produccién de cajas de
golosinas de tipo A y C tiene, cada una, dos procesos alternativos, sk, s%yst, s%, respec-
tivamente. Sélo puede emplearse un proceso por producto. Sin embargo, para producir B
s6lo tiene un proceso sp. La fébrica dispone de 3 méquinas (M7,Ms,Ms) con una capacidad
limitada a 100, 200 y 300 unidades respectivamente. El tiempo necesario (medido en horas
al dfa) para fabricar una unidad de producto estd descrito en la siguiente tabla:

2

M, 2 0 2 3 2
M, 0 4 7 2 1
Ms 6 ) 1 5 9

Capacidad maxima de produccién | 200 | 100 | 150 | 100 | 200

Los beneficios unitarios obtenidos por la venta de cajas de tipo A, B y C ascienden a 4,3 y
6 u.m. respectivamente. Por ultimo, la fabrica se propone fabricar sélo 2 de estos productos
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obteniendo el maximo beneficio posible. ; Cuantas cajas de cada tipo de golosinas se deben
producir? ;En qué procesos?

Solucion

Para resolver esta cuestion, definimos las variables que representan el nimero de cajas de
cada tipo de golosina a fabricar (A, B 6 C) y el proceso: )y, 2%, x5 y x{, 2. De esta forma,
zl indica el nimero de cajas producidas de tipo A en el proceso s.

La funcién objetivo consiste en maximizar los beneficios

Maz 4 - (zh + %) + 325 + 6 - (x5 + %)
Ahora, modelizamos las condiciones dadas por la capacidad limitada:
[Mi] 2-24+2-2p+3-25+2-2% <100
[Ms] 4-24+7-2p+2-z5+-2% <200
[M;3] 6-2h +5-24 +2p+5-2L+9 2% <300

Para indicar que s6lo puede usarse un proceso por tipo de golosina es necesario definir unas
variables binarias auxiliares:

) 1 i se usa el proceso 1 para producir golosinas de tipo A
0y =
0 en caso contrario
) 1 sise usa el proceso 2 para producir golosinas de tipo A
0y =
0 en caso contrario

Asi, la condicién para las golosinas de tipo A quedaria:
6a+05<1

Noétese como esta expresién engloba las distintas situaciones que podrian darse para asignar
un proceso al tipo de golosina A. En particular, puede ocurrir:

= Si se usa el proceso 1 (64, =1) entonces, forzosamente, no se puede utilizar el proceso 2
(6%4=0) ya que en caso contrario la suma no serfa inferior a la unidad. Una situacién
completamentamente andloga ocurre si 643=1

= Por otra parte, esta expresion “respeta’ la condicion si la golosina A no se produce
por ningtin proceso (64=0y §%=0).

Ademaés, cada proceso, segin informa la tabla, tiene una limitacién, que queda reflejado en
las siguientes restricciones:

L < 2l < 200-68Y

4 < 23 < 100-6%

Con el fin de especificar, como veremos mas adelante, que solo se pueden fabricar 2 de los
productos, definiremos también una variable binaria para el producto B.

1 si se usa el proceso para producir golosinas de tipo B
op =

0 en caso contrario

127




Para las golosinas de tipo B no se requiere restricciéon adicional, pues s6lo existe un proceso
disponible.

5B§ ng 15053

) 1 i se usa el proceso 1 para producir golosinas de tipo C
0o =
0 en caso contrario
) 1 sise usa el proceso 2 para producir golosinas de tipo C
0¢ =
0 en caso contrario

Asi, la condicién para las golosinas de tipo C, tal y como ocurria para las golosinas de tipo
A, quedarian:

S+ <1

Ademas, dadas las limitaciones de cada uno de los procesos asociados a las golosinas de tipo
C, se deben anadir las siguientes restricciones:

66 < xH < 10064
64 < xL < 200-6%
Por 1ltimo, la empresa se propone fabricar 2 lineas de producto. De la restricciéon anterior,

se deduce que 0} + 6% toman los valores 0 6 1 (6 + 0% € {0,1}) y 6 + 02 € {0,1}. Por lo
que la suma de todas las variables binarias definidas debe ser menor que 2:

64 +64 +0p+66+0E <2
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Estas condiciones hay que incluirlas en el modelo, que se formula como sigue:

Maz 4-(zY +2%)+3z5+6- (a2} +2%)
s.a 2-x}4+2-x3—|—3-xlc+2-x%§100
4-2%4 +7 2p+2- 35+ 2% <200
6-24 +5-2%4 +ap+5-25+9 2% <300

6h+65<1

§h <zl < 20004

6% <% < 100-46%
zp < 150-6p

Se+2 <1

66 <zh < 100- 6%

64 <% < 200- 0%

04 +0% + 05 + 05+ 6% <2

8%,6%,65,06%,02 € {0,1}

1,2 1,2
T4, T4, 2B, T, T € L.

El planteamiento en Lingo de este problema es como sigue:
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Lingo: Enunciado

Max = 4*xxA1+4*xA2+3*xB+6*xC1+6*xC2;
[M1] 2%xA1+2*xB+3*xC1+2%xC2<=100;
[M2] 4*xA2+7*xB+2*xC14+xC2<=200;
[M3] 6*xA1+5*xxA2+xB+5*xC1+9*xC2<=300;
[Rest_A] dA1+dA2<=1;

[dispo_SA1] xA1<=dA1%200;
[dispo_SA2] xA2<=dA2x100;
[dispo_SB] xB<=dB*150;

[Rest_C] dC1+dC2<=1;

[dispo_SC1] xC1<=dC1%100;
[dispo_SC2] xC2<=dC2*200;
[Rest_max] dA1+dA2+dB+dC1+dC2<=2;
0Gin(xA1);

0Gin(xA2);

©@Gin(xB);

@Gin(xC1);

@Gin(xC2);

©@Bin(dA1l);

©Bin(dA2);

©@Bin(dB) ;

@Bin(dC1);

©@Bin(dC2) ;

donde la orden @Bin(xij) indica que estas variables son binarias.
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 306,0000

Variable Valor

XA2 27,00000

xC1 33,00000
dA2 1,000000
dc1 1,000000
Fila Holgura
M1 1,000000
M2 26,000000

dispo_SA2  73,00000

dispo_SC1  67,00000

La soluciéon indica un beneficio méaximo de 306 u.m., con la que se propone que 27 cajas
de golosinas de tipo A sean producidas por el proceso 2, mientras 33 del tipo C sean
producidas por su proceso 1. Las variables binarias anadidas, coinciden con la activacién
de estos procesos. En la solucién ofrecida por Lingo, se resaltan las holguras no nulas del
modelo. Esto significa que la maquina 2 podria fabricar 26 cajas més de las que fabrica, ya
que la holgura de la restriccién [M2] es 26. Por otro lado, el que la holgura de la restriccién
de las golosinas tipo A y C ([Rest_A] y [Rest_C]) sean nulas implica que se fabrican golosinas
de estos tipos, por alguno de los procesos productivos disponibles. En el caso de A, se usa
el procedimiento 2 (dA2 = 1) y en el caso de C el proceso 1(dC1 = 1). Por otro lado, como
el proceso 1 no se utiliza para fabricar golosinas de tipo A (dA1 = 0), por la restriccién
[dispog Al], £ Al también se anula. Andlogamente, al no producirse golosinas de tipo B
en la solucion, tanto la variable B como dB son nulas. Sin embargo, que la holgura en la
restriccién [dispo_SC?2] sea 73, significa que ese procedimiento (que tiene capacidad limitada
a 100 unidades) da cabida a la produccién de 73 cajas menos por esa via. De la misma forma,
la capacidad del procedimiento 1 de producir golosinas de tipo C, permitiria producir 67
cajas mds (dado que la holgura de la restriccién [dispo_SC1] es 67).

En este ejemplo, se han considerado variables binarias auxiliares para representar una situacién
en la que, como mucho, puede ocurrir un escenario. A continuacién, el siguiente ejemplo utiliza
variables auxiliares para una situacion diferente:

Ejemplo 4.6: Imparticion de clases

Actualmente, el reglamento de la Universidad exige que, para impartir una asignatura
optativa, debe haber un minimo de 10 alumnos matriculados y un maximo de 50. Modelice
esta situacion.
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Solucion

Para representar esta condicién se definen 2 variables:

= r = nimero de alumnos matriculados en la asignatura. Se trata de una variable entera
y positiva: z € ZT.

= § = 1 si se imparte la asignatura optativa, y 0 en caso contrario. Es, por tanto, una
variable binaria.

Asi, usando estas variables, esta restriccion se puede definir como sigue:
10-6<x<50-6

De esta forma, si no se imparte docencia en la asignatura optativa (6 = 0), entonces el
numero de alumnos matriculados en esa asignatura (z) ha de ser 0. De lo contrario, si § =1
entonces x debe ser un valor entre 10 y 50.

Por otro lado, si queremos escribir una expresion que formule la idea de que “dadas dos variables
binarias, si ocurre x entonces no ocurre y”, podemos definirlo, aprovechando que ambas variables
son binarias, como sigue:

r<1—-y

Esto implica que si x toma el valor 0, la variable y puede tomar el valor 0 6 1. Sin embargo,
si  toma el valor 1, y no tiene mas remedio que tomar el valor 0, y viceversa. Una aplicacién
practica podria verse en incompatibilidades de personalidad para trabajar en un turno concreto,
o dos maquinas que no puedan funcionar simultaneamente. Un ejemplo extenso, relacionado con
problemas de coste fijo, se encuentra desarrollado en el siguiente epigrafe.

A continuacién, se describen algunos modelos populares que necesitan definir variables binarias
para su desarrollo habitual.

4.2.2. Algunos problemas conocidos

Aunque a continuacién se presentan las definiciones de los problemas originales, la similitud de
su formulacién con otros problemas de otras areas es lo que los hacen tan atractivos. Cabe resaltar
que estos problemas pueden alterar su funcién objetivo y anadir restricciones adicionales segiin la
situacién lo requiera.

El problema de asignacién

Supongamos que tenemos un conjunto 7', formado por n tareas que deben ser asignadas a
n trabajadores, de forma que cada trabajador realice s6lo una tarea y todas las tareas deben
ejecutarse. En este caso, denotamos por c;; el coste que conlleva asignar la tarea j al trabajador
1. Asi, el problema consiste en determinar la asignacién 6ptima de trabajador-tarea que minimice
el coste de la operacion. Esta funcién de coste debe entenderse en sentido amplio. Una situacién
comun es que el tiempo necesario por un trabajador para realizar una tarea esté representado por
dicho coste.

Este tipo de situaciones estd presente en multitud de problemas de logistica, como puede ser la
asignacion de las puertas de embarque de un aeropuerto, oficinas a personal, maquinas y tareas,
vehiculos a rutas de entrega y/o recogida, turnos de un hospital, alineacién de equipo deportivo
etc.

En general, siguiendo el esquema planteado, este tipo de problemas se formula definiendo la
variable binaria z;; que toma el valor 1 si el trabajador ¢ realiza la tarea j. Asi, el modelo queda
definido como:
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Min 32,3 ciji
sa Yy ,ry;=1VYj=1,2 ..., n
YTy =1Vi=1,2 ..., n
zi; €{0,1} (i=1,2,...,mj=1,2,..., n).

El primer bloque de restricciones recoge la condiciéon de que cada tarea debe ser realizada por
un solo trabajador; mientras que el segundo bloque nos indica que cada trabajador realiza una
Unica tarea.

Asi, nos encontramos ante un problema lineal con n x n variables binarias y sujeto a 2n res-
tricciones.

Ejemplo 4.7: Asignacién de tareas

En una empresa contamos con un equipo de 4 personas: Marta, Juan, Pedro y Lidia. En el
proyecto en el que trabajan, tienen que cubrir 4 tareas independientemente, de forma que
una tarea debe ser ejecutada por un unico trabajador y un trabajador no puede ejecutar
mas de una tarea. Tras varios anos de trabajo, el jefe conoce el rendimiento de cada uno de
los trabajadores para desempenar cada una de las tareas. Es por ello que ha construido una
tabla con el tiempo (en minutos) que tardaria cada uno en realizar cada una de las tareas

propuestas:
Trabajador | Tarea 1 | Tarea 2 | Tarea 3 | Tarea 4
Marta 10 5 12 4
Juan 12 7 15 6
Pedro 8 4 15 7
Lidia 10 6 12 5

; Cudl seria la asignacién éptima a llevar a cabo en el trabajo para realizar las tareas en el
menor tiempo posible?

Solucién

El planteamiento de este problema consiste en que tenemos 4 trabajadores y 4 tareas, de
modo que tenemos que asignar una tarea a cada uno de ellos. El esquema de posibilidades
viene dado por la siguiente figura:
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Tarea 1l

Tarea 2

Tarea 3

@ Tarea 4

Figura 4.7: Esquema del problema.

Para resolver el problema, conviene definir las variables de decisién:

1 si el trabajador 7 realiza la tarea j
Tij =

0 en caso contrario,

donde i = {Marta(1), Juan(2), Pedro(3), Lidia(4)} y j = {1, 2, 3,4}. Ahora, podemos for-
mular los elementos del problema, como las restricciones y la expresién de la funcién obje-
tivo:

= Cada trabajador realiza una tnica tarea:

[Marta] z11+®12+x13+214=1
[Juan] 221+ @22 + 223+ 224 =1
[Pedro] 31+ 232 +*33+234=1

[Lidia] 241+ @42 + 243+ 244 = 1.

= Cada tarea puede ser realizada una tnica vez:

[Tarea 1] 11+ @21+ x31 + 241 =1
[Tarea 2] 12+ X222+ T32+242=1
[Tarea 3] 13+ T23+ T33+T43 =1

[Tarea 4] @14+ 224+ 234+ 244 =1

= La formulacién para minimizar el tiempo necesario para realizar todas las tareas viene
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dada por:

Min 10211 +5 212+12-213+4- 214 +12 291 + 7 222+ 15- 223+
+6"’E2,4+8'CL‘3,1 +4'JJ3,2 + 15'3?3,3 —|—7'l‘3’4—|—

+10 - T41 + 6 - T4+ 12 - T43+ 5- T4

Veamos ahora cémo resolvemos el problema plantedndolo con Lingo:

Lingo: Enunciado

Min = 10%x11+5*%x12+12%x13+4*x14+12%x21+7*x22+15*%x23+6*x24+8*x31+4*x32+
15%x33+7*x34+10*x41+6*x42+12*x43+5%*x44 ;

[Marta] x11+x12+x13+x14 = 1;

[Juan] x21+x22+x+23+x24 =
[Pedro] x31+x32+x33+x34 =
[Lidia] x41+x42+x43+x44
[Tareal] x11+x21+x31+x41 =
[Tarea2] x12+x22+x32+x42 =
[Tarea3] x13+x23+x33+x43
[Taread] x14+x24+x34+x44
@Bin(x11); @Bin(x12);
©Bin(x13); ©Bin(x14);
@Bin(x21); @Bin(x22) ;
©Bin(x23); OBin(x24);
@Bin(x31); ©@Bin(x32);
@Bin(x33); @Bin(x34);

Lingo: Solucién

Solucién éptima global encontrada
Valor objetivo: 31,00000

|
= e
o

|
N e =

Variable Valor
X12 1,000000
X24 1,000000
X31 1,000000
X43 1,000000

Esta solucion indica que la estrategia 6ptima a seguir, requiere un tiempo total de 31 minutos
y sugiere que Marta realice la Tarea 2, Juan la Tarea 4, Pedro la Tarea 1 y Lidia la Tarea 3.
El resto de variables tiene valor nulo, obviamente, ya que todas las restricciones del modelo
son de igualdad.

Un caso particular del problema de asignacién es el problema de emparejamiento. Para este
tipo de problemas, debemos formar parejas con los elementos de un mismo conjunto dado con n
elementos. Veamos su funcionamiento con un ejemplo:
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Ejemplo 4.8: Emparejamiento

Supongamos que tenemos 6 jugadores y queremos crear parejas para participar en una pool
de padel. Tras varias temporadas, se ha comprobado la afinidad entre los miembros del
equipo y se ha generado una tabla con los partidos ganados por cada pareja:

Jugadores | Jugador 1 | Jugador 2 | Jugador 3 | Jugador 4 | Jugador 5 | Jugador 6
Jugador 1 0 5 3 4 2 5
Jugador 2 5 0 4 2 2 1
Jugador 3 3 4 0 2 3 2
Jugador 4 4 2 2 0 5 1
Jugador 5 2 2 3 5 0 2
Jugador 6 5 1 2 1 2 0

;Cudles son las parejas que deberian crearse para esperar el maximo de partidos ganados
por el equipo?

Solucion

En primer lugar, definimos las variables de decisién:

1 siel jugador ¢ estd emparejado con el jugador j(j > 4)
Jly =

0 en caso contrario.

Noétese que la tabla anterior es simétrica, puesto que si un jugador ¢ gana 4 partidos con
el jugador j como pareja, es obvio que el jugador j también gana 4 partidos emparejado
con el jugador ¢. Por tanto, la tabla de preferencias o en este caso, de partidos ganados, es
simétrica. Esto nos permite considerar un menor nimero de variables y reducir la extensién
de nuestro modelo.

Este problema se puede plantear como un problema de asignacién donde nadie es emparejado
consigo mismo lo que nos permite no definir las variables para i > j, ya que J;J; = J;J;.
Asi, el planteamiento de nuestro problema quedaria resuelto en Lingo como sigue:

Lingo: Enunciado

Max = 5%J1J2+3%J1J3+4*J1J4+2+J1J5+5%J1J6+4%J2J3+2%J2J4+2%J2J5+
+2%J2J6+2+J3J4+3%J3J5+2%J3J6+5+J4J5+1+JAT6+

+2%J5J6;

[Opcl] J1J2+J1J3+J1J4+J1J5+J1J6
[Opc2] J1J2+J2J3+J2J4+J2]5+J2J6 =
[0pc3] J1J3+J2J3+J3J4+J3J5+J3J6
[Opc4] J1J4+J2J4+J3J4+J4J5+J4J6 = 1;
[Opc5] J1J5+J2J5+J3J5+J4J5+J5J6 = 1;
[Opc6] J1J6+J2J6+J3]6+J4J6+I5J6 = 1;
©Bin(J1J2);  @Bin(J1J3); ©@Bin(J1J4);
@Bin(J2J3); @Bin(J2J4); @Bin(J2J5);

B

)

e e

’

©Bin(J1J5);
©Bin(J2J6) ;

©Bin(J1J6) ;

©Bin(J3J4);
©Bin(J4J5);

©Bin(J3J5);
©@Bin(J4J6) ;

©Bin(J3J6);
©Bin(J5J6);
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 14,00000

Variable Valor

J1J6 1,000000

J2J3 1,000000

J4J5 1,000000

Esta solucion indica que las parejas para competir serian Jugadores 1 y 6; Jugadores 4 y 5;
y Jugadores 3 y 2. Con este emparejamiento de jugadores, se espera que el equipo ganaria
14 partidos.

El problema de la mochila

La finalidad del problema original es maximizar el valor de lo que un montafero introduce en
su mochila, sujeto a una restriccion de maximo peso admisible. Para ello, en general, se dispone
de un conjunto de n elementos, cada uno de los cuales tiene un peso definido por ¢; para cada
t =1, 2, ..., ny tiene una importancia b;, que se puede considerar como el valor que aporta
llevar el elemento i en la mochila. Como es de esperar, la mochila debe tener una limitacién en
el peso cargado, P, que serd la restriccion del problema. Asi, para el desarrollo del problema
se consideran las variables de decisién: x;, que tomardn el valor 1 si el objeto ¢ (para cualquier
i=1, 2, ..., n)esseleccionado, y 0 en caso contrario. El fin del problema es disenar la composicién
optima de la mochila, sujeto a su limite de carga, de forma que se obtenga un beneficio maximo.
Este planteamiento se puede formular, de forma general, como sigue:

( R
n
Max >, b -
n
sa Y, xi-¢<P

z; €{0,1}(i=1, 2, ..., n).

Su simil con diversos ambitos de la economia han contribuido a un estudio amplio de este
problema.

Notese que, si todos los elementos tienen la misma importancia, se tomab; =1Vi=1, 2, ..., n.
Como se mencionaba anteriormente, esta situacién también se puede dar en situaciones econémi-
cas. Asi, supongamos que una empresa cuenta con un presupuesto que debe distribuir entre varios
proyectos posibles. Cada uno de estos proyectos supone un coste econémico y reporta un beneficio
a la empresa. La cuestién es qué proyectos llevar a cabo de forma que no se exceda el presupuesto
y se maximicen los beneficios.

Ejemplo 4.9: Seleccién de examenes

Llega el temido periodo de exdmenes del cuatrimestre. Me he matriculado de 8 asignaturas
y tengo 20 dias para organizarme. Veo que no me da tiempo y necesito aprobar el maximo
numero de asignaturas para mantener la beca. Con los datos de anos anteriores, me han
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pasado la probabilidad de aprobar cada una de las asignaturas. Segun los dias que tengo
estimado dedicarle a cada una, exclusivamente, la siguiente tabla recoge las probabilidades
de aprobar:

Asignatura | Dedicacién (dias) | Probabilidad de aprobar
Asignatura 1 10 0,8
Asignatura 2 8 0,7
Asignatura 3 3 0,3
Asignatura 4 7 0,9
Asignatura 5 4 1
Asignatura 6 5 0,6
Asignatura 7 5 0,4
Asignatura 8 8 1

Dada la limitacién de tiempo que tienes, ;qué asignaturas dejarias para otra convocatoria
para maximizar tu esperanza (estadistica) de aprobar?

Solucion

Para resolver el problema, conviene definir las variables de decisién:

1 si me preparo la asignatura ¢
xX; =

0  sino me preparo la asignatura ¢,

donde: =1, 2, 3, ..., 8. Una vez definidas las variables de decisién, procedemos a formular
el resto de elementos del problema:

» La Unica condicién a tener en cuenta es la dedicacién total al estudio. Como tenemos
20 dias, la restriccion queda:

10-21+8 29+3-23+7-244+4-25+5-26+5-27+8 253 <20

= La funcién objetivo persigue maximizar la esperanza estadistica de aprobar el maximo
nimero de asignaturas:

Max 0,8 - 21 +0,7-294+0,3-23+0,9-24+1-25+0,6-26+0,4-27+ 128

Asi, para resolverlo, planteamos el problema en Lingo:
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Lingo: Enunciado

Max = 0.8*%x1+0.7*x2+0.3*x3+0.9*x4+1*x5+0.6*x6+0.4*x7+1*x8;
[Rest] 10%x1+8*x2+3*x3+7*x4+4*xx5+5*x6+5*x7+8%x8 <= 20;
©@Bin(x1);

©Bin(x2);

©@Bin(x3);

©@Bin(x4);

©@Bin(x5);

@Bin(x6);

@Bin(x7);

©@Bin(x8) ;

Lingo: Solucién

Solucién éptima global encontrada
Valor objetivo: 2,900000

Variable Valor
X4 1,000000
X5 1,000000
X8 1,000000

Fila Holgura

F 2,900000

Rest 1,000000

Esta solucién indica que la estrategia éptima a seguir es estudiar exclusivamente las asig-
naturas 4, 5 y 8. En esta linea, tendriamos un valor de la funcién objetivo de 2,9. Esto
se puede interpretar como que la esperanza matematica es aprobar 2,9 asignaturas, lo que
equivale a una alta probabilidad de aprobar las 3 asignaturas a las que me presento. De
esta forma, sobrarfa un dia de estudio ([Rest] = 1), pero te dejarias 5 asignaturas para otra
convocatoria.

Veamos a continuacién un ejemplo de la aplicaciéon del planteamiento de la mochila al &mbito
econémico.

Ejemplo 4.10: Fichaje

El Club Balonmano Femenino Maélaga Costa del Sol quiere contratar jugadoras nue-
vas; para ello, ha sondeado el mercado y ha encontrado a 5 jugadoras que pueden
adaptarse a lo requerido por el entrenador. Para reforzar el equipo el club dispone de
un presupuesto maximo de 50.000 €/ mes. En la siguiente tabla aparece una relacién
de las candidatas a ser fichadas junto con su aportacién esperada y el sueldo que percibirian:
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Jugadora Sueldo | Aportacién
Jugadora 1 | 23.500 € 15
Jugadora 2 | 15.200 € 8
Jugadora 3 | 25.000 € 15
Jugadora 4 | 27.000 € 17
Jugadora 5 | 12.000 € 7

Modelice el problema para determinar las jugadoras a fichar de manera que se maximice la
aportacion al club de las mismas.En el modelo, tenga en cuenta que las jugadoras 1 y 3 no
son compatibles.

Solucion

Como puede apreciarse en este caso, estamos aplicando el problema de la mochila a una
situacion de indole econémica. Nuestra intencion es elegir las mejores jugadoras, es decir,
aquellas cuya aportacion es mayor y proporcionan una mayor utilidad para el equipo,
optimizando también el desembolso que conlleva una nueva contrataciéon. No debemos
olvidar la restriccién de 50.000 €.

Si llamamos J; a la seleccion de la jugadora “i”,tenemos un conjunto de 5 variables binarias,
que tomardn el valor 1 si la jugadora i-esima es elegida y 0 en caso contrario. Asi, el problema
a resolver es:

Max 15J1 +8Jy +15J3 + 17J4 + 7J5
s.a 23500.J; + 15200.J3 + 25000J5 + 27000.J4 + 12000.J5 < 50000

Ji+J3<1

J17 J27 J37 J47 J5 S {07 1}7

donde la funcién objetivo es la suma de las utilidades que reporta cada jugadora y
representa, por tanto, la utilidad que percibird Club Balonmano Femenino Mélaga Costa
del Sol en funcién de la combinacién de jugadoras que elija. En este caso, la utilidad estara
medida por el niimero de partidos que la jugadora haga ganar o en los que tenga un peso
importante, por lo que al club de balonmano le interesard que sea lo mayor posible. De ahi
que el objetivo sea maximizar la funcién que agrega las utilidades de todas las candidatas.

En cuanto a las restricciones, vienen dada por el presupuesto del equipo, es decir, son los
50.000 € mensuales de los que puede disponer Club Balonmano Femenino Malaga Costa
del Sol para remunerar a sus nuevas jugadoras. La otra restriccion hace referencia a la
incompatibilidad de las jugadoras 1 y 3. Con ella se modeliza el hecho de que, en caso de
ser elegida una de ellas, la otra no podria ser fichada.

A continuacién, planteamos y resolvemos este modelo con Lingo:
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Lingo: Enunciado

Max = 15%J1+8%J2+15%J3+17*J4+7*J5;

[Presup] 23500%J1+15200%J2+25000%J3+27000%J4+12000%J5 <= 50000;
[Compatib] J1+J3 <= 1;

©@Bin(J1);

©Bin(J2);

©Bin(J3);

©Bin(J4);

©@Bin(J5);

Lingo: Solucién

Solucién éptima global encontrada
Valor objetivo: 25,00000

Variable Valor
J1 0,000000
J2 1,000000
J3 0,000000
J4 1,000000
J5 0,000000
Fila Holgura
F 25,00000

Presup 7.800,000

COMPATIB 1,00000

Esta solucién indica que la estrategia 6ptima a seguir es contratar a las jugadoras J2 y J4,
lo cual implica que sobrarian 7.800€ del presupuesto mensual y se obtendria una valoracién
aportada de 25.

El problema de recubrimiento

El problema de recubrimiento consiste en determinar una estrategia de coste minimo para sa-

tisfacer una serie de necesidades distribuidas geogréaficamente mediante la localizacion de distintos
puntos de servicio con distintas caracteristicas. Esto puede ser el caso de idear la localizacién épti-
ma de un conjunto de colegios para satisfacer la demanda de un municipio. Otro ejemplo visual
serfa: en un parque, conocidos los radios de alcance de un regadio giratorio, plantear dénde colocar
un nimero de aparatos para cubrir la maxima superficie de césped (y asi desperdiciar la minima

cantidad de agua).
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Formalmente, supongamos que tenemos M puntos (M = {1, 2, ..., m}) distribuidos de
manera heterogénea. Sea C' una coleccién de n subconjuntos de M (n < m). Cada elemento ¢ de
C tiene un coste asociado, ¢;, si se selecciona el conjunto ¢ € C. Para gestionar los elementos que
cubre cada subconjunto, se disefia una matriz de incidencia A:

=1, ..., m;j=1, ..., n

donde a;; indica si el elemento ¢ esta en el subconjunto j (a;; = 1) y 0 en otro caso. Se persigue
minimizar el coste de los subconjuntos seleccionados tales que su unién cubren todos los items, al
menos una vez, o dicho de otra forma: cada item debe estar, al menos, en un subconjunto. Para
definir el modelo, se considera la variable binaria z; que nos indica si el subconjunto j es elegido
(z; = 1). Dada esta definicién del problema, la formulacién del modelo basico vendria dado por:

Min 30, ¢jz;
sa  Ymiagr;>1 Vi=1,2, ..., n

z; €{0,1}(j =1,2---n)

donde el conjunto de restricciones representa la condicién de que cada elemento debe estar cubierto
por, al menos, un subconjunto.

Ejemplo 4.11: Recubrimiento:Aplicacion de respuesta a catastrofe natural

Tras una catastrofe natural, el gobierno ha solicitado presupuesto a 4 entidades distintas:
E,, Es, E5 y E4, para dar respuesta a 6 zonas catastréficas distribuidas por una de las
ciudades més afectadas. Cada una de éstas entidades ha indicado un coste (en miles de
euros), senalando las zonas que alcanzarfa a cubrir:

Zona/Entidad | Ey | Ex | E3 | E4
Coste 23 | 31 | 17 | 13

Z S{ | No | ST | Sf

Zo Si | Si | No | No

Z3 No | Si | Si | Si

Zy No | Si | No | Si

Zs No | No | Si | Si

Zg No | No | Si | Si

1 Qué entidades deberia contratar el gobierno para cubrir todas las zonas al menor coste?
Solucién

Para resolver este problema, debemos definir previamente las variables de decisiéon implica-
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das:

1  si el gobierno contrata la entidad 4

0 en caso contrario,

donde j = 1,2,3,4. Una vez definida las variables de decisién, procedemos a formular el
resto de elementos del problema:

= Han de cubrirse todas las zonas(i = 1,2,3,4,5,6), por lo que debemos definir una
restriccién que garantice la cobertura de cada una:

[cobZ,] E1+ Es+Eys>1
[cobZy] Ei1+ E2>1
[cobZs] Es+ Es+ Ey>1
[cobZy] Eo+ E4>1

[cobZs y cobZg] Es+ E4 > 1.

= La funcién objetivo persigue minimizar el coste de recuperacién de todas las zonas

catastroéficas:
Min 23-FE1+31-FEy+17-E35+13-E4

Para resolverlo, planteamos el problema en Lingo:

Lingo: Enunciado

Min = 23*%E1+31*%E2+17*E3+13%*E4;
[cobZ1l] E1+E3+E4 >= 1;

[cobzZ2] E1+E2 >= 1;

[cobZ3] E2+E3+E4 >= 1;

[cobZ4] E2+E4 >= 1;

[cobZby6] E3+E4 >= 1;
@Bin(E1);

@Bin(E2);

@Bin(E3);

©@Bin(E4);
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 36,00000

Variable Valor
E1l 1,000000
E2 0,000000
E3 0,000000
E4 1,000000

Fila Holgura

F 36,00000

cobz1l 1,000000

La solucion propone seleccionar las entidades 1 y 4 a un coste minimo de 36 mil euros. Con
esta seleccion, la zona Z; quedaria cubierta por las dos entidades, de ahi que la holgura de
la restriccién [cobZ1] sea 1.

El problema de recubrimiento se encuentra en distintas situaciones reales, principalmente en
la asignacién de horarios y viajes a plantillas de transporte. En particular en la asignacion de los
trabajadores a los vuelos es donde se centra la mayor parte de los estudios, debido a la cantidad de
dinero invertida para mejorar los métodos de resolucién. Esto implica que sea uno de los problemas
para los que existen los algoritmos mas eficientes. Otro campo de aplicacién es la informética,
donde este tipo de problemas se muestra clave para situaciones como el testeo, la construccién
optima de circuitos légicos o la busqueda de virus; o por ejemplo en situaciones donde se requiere
localizar un servicio concreto como comisarias, hospitales, colegios, etc. con el fin de cubrir las
necesidades de un &rea.

Puede ocurrir que varien las condiciones del problema. Por ejemplo, se puede requerir que cada
elemento esté cubierto por un tnico subconjunto, en cuyo caso, estariamos ante el problema de la
particion y la restriccién serfa de igualdad. En la misma linea, la condicién impuesta puede venir
dada por una cota superior, es decir:

Min 375, ¢jz;
sa Yo iar; <K Vi=1,2...,m

z; €{0,1}(j=1,2 ..., m)

Esto indicaria que no todos los elementos deben ser cubiertos, necesariamente y, ademas, un
mismo elemento puede ser cubierto hasta por K (K > 0, K € Z) subconjuntos. El caso K = 1, se
conoce como el problema de empaquetado.

En la siguiente figura se muestra graficamente la diferencia entre recubrimiento, particién y
empaquetado:
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(c) Empaquetamiento

(a) Recubrimiento (b) Particién

El problema de coste fijo

El problema del coste fijo encajaria con una situacién en la que tenemos una serie de actividades
demandadas por un conjunto de clientes. Las actividades se pueden realizar o no, pero el llevarlas
a cabo supone un coste fijo, ademéas de uno variable. Se debe determinar qué actividades realizar
a un coste minimo, a la vez que se satisface la demanda de los clientes.

En esta situacion encaja, por ejemplo, la apertura de fabricas en determinados enclaves para
satisfacer la demanda de productos a un conjunto de clientes. En este caso, no sélo habria que
tener en cuenta el coste de construir la fabrica (coste fijo), sino también el coste de transportar
la mercancia demandada a cada cliente (coste variable). Parece obvio, en este caso, deducir que
cuantas mas fabricas se construyan, menor serd el coste variable de transporte generado y mayor
el coste fijo.

Formalmente, supongamos que tenemos un conjunto C' de m elementos distribuidos. Para dar
servicio a todos y cada uno de estos puntos, queremos localizar un nimero determinado de centros
logisticos, para los cuales existen N = {1, 2, ..., n} localizaciones posibles (n < m). El coste de
abrir cada centro logistico viene dado por ¢; (j = 1,2,3---n) y éste tiene una capacidad limitada
de b;. Ademas, existe una demanda asociada a cada uno de los elementos, d; y se conoce el coste
de transportar una unidad desde el punto ¢ hasta el centro logistico j (¢;;). El problema de coste
fijo consiste en disenar un modelo que satisfaga todas las demandas al minimo coste. Para ello,
es necesario tener en cuenta que no todas las tareas tienen que realizarse de forma obligatoria.
Sin embargo, si uno decide realizarla, ha de saber que esto incurre, ademds de en un coste fijo (la
apertura y mantenimiento del centro logistico), en un coste variable (el trasporte). Es por ello, que
se definen dos tipos de variables:

= ; es una variable binaria que toma el valor 1 si se da servicio en j y 0 en caso contrario.
= y;; es una variable entera que indica el nimero de unidades enviadas desde 7 hasta j.

Asi, para definir la funcién objetivo, deberan contemplarse los costes fijos, que dependen si una
tarea es realizada o no (2?21 ¢j-x;). Ademds, el transporte del nimero de mercancias de un punto
i aj (yi;) también genera un coste de transporte, dado por t;;. Asi, la formulacién de la funcién
objetivo se reduce a minimizar la siguiente expresion, que incluye tanto los costes fijos, como los

variables:
n m n
docat YD iy
j=1

i=1 j=1

En este tipo de problemas hay que resaltar que la demanda en los puntos de destino debe ser
satisfecha, para ello, el total de unidades enviadas a cada centro logistico i (d;) debe ser, al menos,
igual que d;:

n
Zyij > di (7, = 1,2, m)
j=1

Por ultimo, el nimero total de unidades que se transportan desde el centro logistico 7 al destino
j estd limitado por la capacidad de dicho centro, en caso de que se instale. Esta condicién se puede
expresar de la siguiente forma:

n
Dovi <biw (j=1,2.1)
j=1

145



En este caso, la variable x; juega un papel importante, pues si no se da el servicio para un j
concreto (z;+ = 0) obliga a que no se ofrezca nada desde dicha localizacién, lo cual equivale a que
yi;= = 0 para todo destino i.

Por tanto, el modelo general queda formulado de la siguiente forma:

Mm Z?=1 Cj o l’j + Z:ll 2?21 tij . yij
sa Yoy >di (i=1,2,..m)
22;1 yij <bj-z; (j=1,2,..n)

xz; €{0,1} (i=1,2,..., m)

Ejemplo 4.12: Coste fijo: Fabrica de tejidos

Una fabrica antigua de tejidos quiere actualizar su produccién. La nueva gerente abre nuevos
horizontes con el planteamiento de disenar nuevos productos mas actuales. Para ello, debe
decidir qué tipo de producto lanzar, en base a 3 propuestas. El coste de cada una de estas
propuestas (Py,P5,P3) depende de un coste fijo (por lanzamiento de una nueva linea de
producto) y un coste variable (por unidad producida). La siguiente tabla resume estos
costes (en euros):

Propuestas P, Py P;

Coste fijo (C;) | 640 | 635 | 635

Coste var. (¢;) | 4 5 | 4,5

En cualquier caso, para fabricar los 3 productos propuestos se requiere de dos materias
primas esenciales: algodon y poliéster. En total, la fabrica tiene una disponibilidad media
de 180 kg de algoddén y 235 kg de poliéster. Ademas, los calculos apuntan a que la fabrica
dispone de una capacidad para producir, a lo sumo, 200 unidades de Py, 305 de P> y 265
unidades de P5. Para fabricar cada unidad de producto se necesita una cantidad determinada
(en kg) de cada materia prima. Esta informaciéon queda recogida en la siguiente tabla:

Materia prima | P, | P» P

Algodén 04102 0,3

Poliéster 0,6 | 0,5 | 0,45

Ademas, se desean fabricar, al menos, 450 unidades en total ;Qué opcién recomendarias a
la gerente?; Qué coste total le supone?

Solucion

Para resolver el problema necesitamos definir dos tipos de variables:

= Variable entera: ¢; que indica la cantidad de unidades a fabricar del producto P;, con
1=1,2,3.
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= Variable binaria: y; que toma el valor 1 si se decide fabricar el producto P;, con
1 =1,2,3; y 0 en caso contrario.

El planteamiento de este problema en particular, no persigue una demanda a satisfacer sino
que esta sujeto a la disponibilidad de las materias primas y las producciones maximas de
cada tipo de producto. Es por ello que las restricciones pueden formularse de la siguiente
forma:

= Limitacién de algodoén:

0,4-¢1+0,2-9g2+0,3-¢q3 < 180.

Limitacién de poliéster:

0,6-q1+0,5-q2+0,45 - g3 < 235.

Produccion maxima por producto:

[P1] q1 <200y,
[Pa] g2 <305y,
[P3] g3 <265 - ys.

Desea producir una cantidad minima de 450 unidades:

q1 + q2 + g3 > 450.

Por dltimo, recordar la no negatividad de las variables y mencionar que las y; son
variables binarias, mientras las ¢; son enteras:

g >0
a4 € Z; y; € {0,1}.
= De esta forma, la funcién objetivo persigue minimizar el coste (fijo y variable):

Min 640 -y1 +4-q1 +635-ys+5-q2+635-ys+4,5-q3

El planteamiento en Lingo de este problema es como sigue:

Lingo: Enunciado

Min = 640%y1+4%ql+635%y2+5%q2+635%y3+4.5%q3;
[Algodon] 0.4*q1+0.2*q2+0.3*q3 <= 180;
[Poliester] 0.6xql+0.5%q2+0.45%q3 <= 235;
[P1] q1 <= 200%y1;

[P2] q2 <= 305%y2;

[P3] g3 <= 265%y3;

[ProduccionMin] ql+q2+q3 >= 450;
@Bin(y1);

©@Bin(y2);

©@Bin(y3);

@Gin(ql);

0@Gin(q2) ;

@Gin(g3);

147




Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 3.200,000

Variable Valor
Y1 1,000000
Q1 200,0000
Y2 0,000000
Q2 0,000000
Y3 1,000000
Q3 250,0000
Fila Holgura
Algodon 25,00000

Poliester 27,50000

P1 0,000000
P2 0,000000
P3 15,00000

ProduccionMin 0,000000

La solucién propone remodelar la fabrica de forma que se abran lineas de produccién para
los productos Py (y1 = 1) y P3 (y3 = 1). Esto, junto con la materia prima disponible,
permitirfa producir las unidades minimas necesarias (g1 = 200 y g3 = 250) con un coste de
3.200 u.m. Ademsds, la solucién nos indica que le sobran unos 25 kg de algodén (la holgura
de la restriccién [Algodon] es de 25) y 27,5 de poliéster, pues la holgura de la restriccién
[Poliester] es de 27,5.

Para finalizar, planteamos un ejemplo de coste fijo, en el que debemos emplear variables binarias
para modelizar de la forma més adecuada:

Ejemplo 4.13: Recogida de basura

Una empresa de recogida de basura ha sido contratada para el tratamiento de 600 kg de
residuos ubicados en un vertedero. Para ello, existen 6 vehiculos distintos V; ¢ = 1,...,6 con
un coste fijo, C;, de mantenimiento de cada vehiculo y un coste variable que depende de la
cantidad recogida por cada vehiculo (S;). Este coste estd asociado a un tratamiento previo
de prensado por el que pasan los residuos en cada vehiculo.
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Vehiculo | £ B 7 T S /R VS

Mantenimiento (C;) | 650 720 580 640 725 630

Coste variable (S;) | 38 4 45 37 5 41

Para cada vehiculo, todos los residuos que recogen deben pasar por 2 de los 4 puntos de
tratamiento (P;,j = 1,2,3,4) posibles, donde estos puntos serfan comunes para todos los
vehiculos y residuos recogidos. La siguiente tabla muestra los costes asociados (T;;, en euros
por kg) para que un 1 kg recogido por el vehiculo V; pase por cada uno de los puntos
de tratamiento (P;), asi como la capacidad méxima (CM;) que tiene cada vehiculo y la
limitacién de coste de tratamiento (€) por punto de tratamiento (L;).

P | (E/kg)Vi  (E/kg)Va  (E/kg)Vs  (€/kg)Va (€/kg)Vs (€/kg)Vs | L;

P 0,6 0,4 0,5 0,7 0,6 0,3 225

P, 0,3 0,5 0,7 0,4 0,2 0,5 220

Ps 0,5 0,3 0,3 0,6 0,7 0,4 230

P 0,4 0,3 0,5 0,2 0,3 0,6 270
CcM; 150 175 210 260 235 270

Asi, se desea conocer la cantidad a recoger por cada vehiculo y qué tratamiento deben
seguir de forma que el coste sea minimo.

Solucioén

Para afrontar el problema, se consideran distintas variables de decisién. Por un lado, se
define v; que indica si se utiliza o no el vehiculo V;, coni = 1,2, 3,4, 5, 6. Adem4s, denotamos
por p; que indica si se utiliza o no el punto de tratamiento P; (j = 1,2,3,4). Por dltimo,
definimos r; como las variables que denotan los kg transportados por el vehiculo. Nétese
que las variables v; y p; son binarias, mientras r; son continuas.

A continuacién, formulamos las restricciones del problema, dadas por los siguientes puntos:

= Para que el total de los residuos pasen por 2 de los 4 puntos, debemos emplear la
variable binaria p;:

1 sise utiliza el punto P;
pj =
0 en otro caso,

asi, la restriccion viene dada por:
4
Jj=1

» Limitacién de coste de tratamiento por punto de tratamiento (L;):

6
S Tyori<Ljpy+U-(1—p;)¥j=1,234

i=1
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donde L; indica el limite del coste permitido en cada punto y U es una constante
que toma un valor muy grande, de forma que si una planta se utiliza (p; = 1 para
algin j) la restriccién correspondiente a la limitacién del coste del uso de ese punto
de tratamiento, debe verificarse en la solucién. Por ejemplo, si p; = 1 supone que
ese punto de tratamiento se utiliza y por tanto, las variables r; pueden tomar valores
limitados por la restriccién de costes dada por Ly. En caso contrario, si p; = 0 (para
algiin j) entonces, se otorga libertad a los vehiculos para recoger cualquier volumen de
residuos (r;) y llevarlos a otro punto de tratamiento, ya que no seria necesario cumplir
la restriccién de coste correspondiente al punto de tratamiento P;.

» Capacidad maxima por vehiculo (C'M;): En esta ocasién, debemos hacer uso de la
variable binaria v; (i =1,2,..,6):

1  si se utiliza el vehiculo V;
V; =

0 en otro caso,
y la restriccion es:
r < CMZ *U; Vi = 1,2, ..,6
donde C'M; indica el limite de carga para cada vehiculo.

= Finalmente, la cantidad total a tratar: Segun el problema, debemos tener en cuenta
que el volumen total de residuos tratados debe ser de 600kg. Por lo que debemos
incorporar la restriccion:
6
> ri =600
i=1

Continuamos definiendo la funcién objetivo:

Segun se observa en el enunciado, cada vehiculo tiene un coste fijo, dado por el coste de
utilizar un vehiculo V;, y uno variable asociado al coste asociado al transporte de cada kg
de residuo segin el vehiculo (S;). En este caso, el coste variable viene dado por la ecuacién:

6
CosteVariable = Z S; -1y

=1

Mientras el coste fijo viene dado por:

6
CosteFijo = ZCi - v;

i=1
Asi, la funcién objetivo resultante, quedaria:

6 6
Min CosteFijo+ CosteVariable = Z Ci v+ Z Si-1;
i=1 i=1

El planteamiento en Lingo de este problema es como sigue:
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Lingo: Enunciado

Min = 3.8*rl1+4xr2+4.5%r3+3.7*r4+5%xrb5+4.1*r6+650%v1+720%v2+580*v3+640*v4+
+725xv5+630*v6;

[NumPuntos] pl+p2+p3+p4d = 2;

[LimiteCosteP1] 0.6%r1+0.4%r2+0.5%r3+0.7*r4+0.6*r5+0.3*r6 <= 225%pl+
+Ux(1-pl);

[LimiteCosteP2] 0.3%r1+0.5%r2+0.7%r3+0.4%r4+0.2+r5+0.5%r6 <= 220*p2+
+Ux* (1-p2) ;

[LimiteCosteP3] 0.5%r1+0.3%r2+0.3%r3+0.6%r4+0.7*r5+0.4*r6 <= 230*p3+
+Ux(1-p3);

[LimiteCosteP4] 0.4*r1+0.3%r2+0.5%r3+0.2*r4+0.3*r5+0.6*r6 <= 270%pd+
+Ux(1-p4);

[CapacidadMaximaV1l] rl <= 150%v1;

[CapacidadMaximaV2] r2 <= 175%v2;

[CapacidadMaximaV3] r3 <= 210%v3;

[CapacidadMaximaV4] rd <= 260%*v4;

[CapacidadMaximaV5] r5 <= 235%v5;

[CapacidadMaximaV6] r6 <= 270%v6;

[CantidadTotal] ril+r2+r3+rd+r5+r6 = 600;

U = 1000000;

©@Bin(v1);

©Bin(v2);

@Bin(v3);

@Bin(v4);

@Bin(v5);

©Bin(v6);

@Bin(p1);

@Bin(p2) ;

@Bin(p3);

©Bin(p4) ;

La salida de Lingo que se presenta a continuacién ofrece sélo las variables de decision cuyo
valor es no nulo, y las restricciones no activas (holguras distintas de cero).
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Lingo: Solucién

Solucién 6ptima global encontrada
Valor objetivo: 4.497,000

Variable Valor
rl 150,0000
r4 260,0000
r5 190,0000
Vi 1,000000
V4 1,000000
V5 1,000000
P2 1,000000
P4 1,000000
Fila Holgura

LIMITECOSTEP1 999.614,0

LIMITECOSTEP2 33,00000

LIMITECOSTEP3 999.636,0

LIMITECOSTEP4 101,0000

CAPACIDADMAXIMAVS  45,00000

Esta solucién implica que los vehiculos empleados son V1, V4 y V5, que recogen 150, 260
y 190 kg respectivamente. De esta forma, se alcanzan los 600 kg a recoger marcados por la
restriccion [CANTIDADTOT AL, que es activa, al ser su holgura nula. De esta forma, la
solucién obtenida indica un coste 6ptimo de 4.497€. Ademas, atendiendo a las holguras no
nulas de las restricciones definidas, podemos concluir que se podrian recoger 45 kg més por el
vehiculo V5 (la holgura de la restriccién [CAPACIDADMAXIM AV5] es de 45), mientras
que en los puntos de tratamiento 2 y 4 atn sobran 33 € y 101 €, respectivamente, de su
limite de coste asignado para el tratamiento de residuos, dado que la holgura de la restriccién
[LIMITECOSTEP?] resulta 33 y la de la restriccion [LIMITECOSTEP4] es de 101.
En esta ocasion, los valores de las holguras para las restricciones [LIMITECOSTEP1] y
[LIMITECOSTEP2| no arrojan ninguna informacién adicional, ya que su valor se debe a
la cota marcada por el valor de U que, indirectamente, ha sido considerado para considerar
restricciones disyuntivas.
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Capitulo 5

Programacion multiobjetivo

Los problemas de programacién lineal vistos hasta ahora no implicaban ninguna decisién como
tal. Una vez planteados, se determinaba, mediante alguna técnica matematica, la solucién 6ptima,
como aquella solucién factible en la que la funcién objetivo alcanza el maximo o el minimo, segin el
caso. Se trata, por tanto, de un proceso de determinacién de las soluciones factibles y de ordenacién
de éstas de acuerdo con un criterio unico. Una vez formulado el modelo del problema, no hay
subjetividad alguna en el proceso de resolucién, por lo que cualquier persona que cuente con la
tecnologia adecuada para resolverlo alcanzara la misma solucién 6ptima.

Sin embargo, la realidad se presenta a menudo de una forma m&s compleja y, en general, en
cualquier proceso o planteamiento de una problemaética, se debe tener en cuenta, de manera natural,
mas de un criterio. Por ejemplo, en una empresa se pueden plantear como objetivos, minimizar
los costes y maximizar la calidad en los servicios, o maximizar el beneficio y minimizar el impacto
medioambiental. Otro ejemplo podria ser la compra de una casa, en la que se consideran criterios
como el precio, la situacién, las calidades, etc. Estos si son problemas de decisién, caracterizados
por dos elementos basicos. Por un lado, la existencia de varios criterios que son conflictivos entre
si (es decir, soluciones que son muy buenas para uno de los criterios pueden ser muy malas para,
al menos, otro de ellos). Por otro lado, personas distintas tomarén, en general, soluciones distintas
ante un mismo problema de decisién, dependiendo de la importancia relativa que se le otorgue
a cada criterio. Por tanto, ya no buscamos una solucién éptima, en el sentido tradicional, sino
que hemos de tomar una decisién en base a una serie de criterios contrapuestos. Ello conlleva,
necesariamente, la consideracién e inclusiéon en nuestro modelo de las preferencias de la persona
que ha de tomar la decisién (que llamaremos decisor).

El proceso de tomar una decisién se puede describir de la siguiente forma. En primer lugar, una
vez definido el problema, se establece el conjunto de puntos factibles o admisibles (en ocasiones
denominados alternativas). Posteriormente, se definen los criterios que se tendrén en cuenta para
valorar cada una de las soluciones admisibles. Después, se le asocia a cada alternativa, criterio
u objetivo un grado de deseabilidad. Finalmente, se busca, mediante la técnica més adecuada,
una soluciéon o un conjunto de posibles soluciones. Dichas soluciones posibles son aquellas que
satisfacen las restricciones (es decir, son admisibles) y se ajustan a los deseos o preferencias del
decisor, que se formulan sobre los objetivos del problema. Esto lleva a distinguir, como hemos
comentado previamente, entre los problemas tecnolégicos, en los cuales sélo se realiza un proceso
de planteamiento, medicién y busqueda, y los problemas denominados multicriterio, que implican
de manera natural un proceso de toma de decision.

La parte de la Programacion Matematica que trata de buscar soluciones a los problemas mul-
ticriterio se denomina, de manera general, Toma de Decisiones Multicriterio (M.C.D.M, por las
siglas en inglés de Multiple Criteria Decision Making). Dentro de este campo, se distinguen dos
tipos de problema. Los denominados problemas discretos, donde el conjunto de alternativas posi-
bles es finito y se pueden enumerar, se estudian dentro de la Toma de Decisiones Multiatributo
(M.C.D.A, Multiple Criteria Decision Analysis). En el caso continuo en el que las (habitualmen-
te, infinitas) soluciones factibles vienen determinadas por una serie de restricciones (como en los
problemas estudiados en los capitulos anteriores), estamos ante un problema de programacidn mul-
tiobjetivo (M.O.P, Multiobjective Programming). Estos iltimos serdn los problemas estudiados en
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este capitulo.

5.1. El problema multiobjetivo. Conceptos basicos.

A pesar de las diferencias conceptuales existentes entre los problemas de optimizacién tradicio-
nal (vistos en los capitulos anteriores) y los problemas de decisién multiobjetivo, en los aspectos
de formulacién sélo encontraremos diferencias sustanciales en la funcién objetivo, que en el primer
caso es una funcién escalar, mientras que en el caso que ahora nos ocupa es una funcién vectorial, o
dicho de otra forma, un vector de funciones, con tantas componentes como criterios consideremos.

En primer lugar, estableceremos el planteamiento general de estos problemas. Posteriormente,
expondremos los principales conceptos basicos asociados, utilizando para ello un problema a modo
ilustrativo.

Un problema de programacién multiobjetivo responde a la siguiente formulacién:

Maz (fl(x)va(x)7"'7fp(X))
(PMO)

s.a xeX

donde
s x = (21,...,2,) € R™ es el vector de variables de decisién,
= X C R” es el conjunto de oportunidades,
= f;, 1=1,...,p, son las funciones objetivo,
» f=(f1,..., fp) es la funcién vectorial objetivo,
= YV =f(X) C RP es el espacio de objetivos o espacio imagen.

Como ejemplo ilustrativo, utilizaremos una ampliacién del problema desarrollado en el Capitulo
3.

Ejemplo 5.1: Produccion de vehiculos, dos objetivos

Una compania del sector automovilistico posee dos plantas para producir un mismo modelo
de coches, una en la ciudad A y otra en la ciudad B. Se desea planificar la produccién del
préximo mes, teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

= Los beneficios por cada unidad producida en la ciudad A son de 2.000€, mientras que
los obtenidos por cada unidad de la planta B son de 3.000€.

= El nivel de contaminacién medioambiental viene valorado por diversos factores, que
se agregan en un unico valor. Concretamente, si valoramos en una unidad la conta-
minacién producida por cada mil vehiculos producidos en la ciudad A, entonces la
producida en la ciudad B para el mismo nimero de vehiculos seria 2,25.

= Por la capacidad productiva de las plantas, en la planta de la ciudad A no se pueden
producir més de 70.000 unidades, y en la de la B no se pueden producir mas de 40.000
unidades.

= Por acuerdos con el comité de empresa, el nivel de empleo puede oscilar entre 1.000
y 2.000 jornales totales para el mes considerado. Debido a los requerimientos de las
plantas, por cada mil unidades producidas en la planta A, se necesitan 20 jornales y
el doble en la planta B.

= Asimismo, y con independencia del plan de produccién, todos los vehiculos deben
pasar un control de calidad final, para el que, por cada mil unidades, se usa un total
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de 18 horas del sistema de control para los vehiculos producidos en la planta A y 24
horas para los vehiculos producidos en la planta B. Se dispone de un total de 1.440
horas, para ser distribuidas entre ambas plantas, al ser un servicio con control central
online.

Se desea formular el modelo multiobjetivo que maximice el beneficio y a la vez minimice el
nivel de contaminacion en el periodo considerado.

Solucion

Como se ha comentado previamente, para formular el problema de programacién multiob-
jetivo, los elementos bésicos del problema mono-objetivo (Ejemplo 3.3) del capitulo 3 se
mantienen intactos. Es decir, la definicion de las variables de decisién y de las restricciones
del problema sigue siendo las mismas. También lo es la de la funcién objetivo del beneficio.
En este caso, s6lo deberemos introducir nuestra nueva funciéon objetivo.

Recordamos que las variables de decisién del problema eran:

= 14 - miles de unidades del modelo producidas en la planta A,

= zp - miles de unidades del modelo producidas en la planta B.
Con ellas, la nueva funcién objetivo, que mide la contaminacién generada, viene dada por:
Cza,zp) =24 +2,252p5.

El problema queda, por tanto, formulado como:

Max B(xa,xp) =2x4+ 3zp

Min C(xa,zp) =24+ 22525

s.a 20x 4 + 4025 < 2000
20x 4 + 40z > 1000

1824 + 242 < 1440

za,28 >0

Tal y como se ha comentado en el capitulo 1, en todo proceso de decisiéon asociado a un problema
de Programacién Matemadtica, aparecen, al menos, dos agentes importantes:

= El modelizador o analista, que serd la persona encargada de aplicar la técnica o técnicas
adecuadas y posteriormente resolver el problema. No tiene poder para manipular el problema
y sélo actia con los datos del problema una vez planteado. Cuando lo resuelve, serd la
persona encargada de proporcionar la informacién obtenida al centro decisor y ayudarle a
interpretarla.

= El decisor o centro decisor, que serd la persona o personas encargadas de tomar la eleccién
final una vez que conozcan la informacién dada por el modelizador de las posibles combinacio-
nes factibles para el problema. También tendrd como misién expresar las preferencias sobre
los objetivos planteados, para ser plasmadas en el modelo. En concreto, en un problema de
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programacion multiobjetivo, el decisor tiene una mayor participacién en el proceso de toma
de decisiones, dado que ha de expresar sus preferencias para que se puedan incorporar en el
modelo.

Una vez formulado el modelo multiobjetivo, la resolucién practica del problema es una tarea
compleja, porque implica, como hemos comentado previamente, incorporar al modelo las preferen-
cias del decisor. Aunque esta informacién puede tomar formas distintas (dando lugar a distintas
metodologias de programacién multiobjetivo), parece claro que el decisor necesita tener un soli-
do conocimiento sobre el problema y sus posibles soluciones para proporcionar tales preferencias
de manera fiable. Por ello, dedicaremos lo que queda de esta seccién y la Seccion 5.2 a estudiar
caracteristicas del modelo que no dependen de las preferencias del decisor. Sobre la base del cono-
cimiento adquirido en estas secciones, estudiaremos en la Seccién 5.3 un método de resolucién que
incorpora preferencias del decisor.

Como nuestro modelo tiene més de una funcién objetivo, lo primero que podemos preguntarnos
es cudl es el mejor valor que puede obtener cada una de ellas, independientemente de las demas. Para
ello, podemos resolver cada uno de los problemas de Programacién Matemdtica (mono-objetivo)
consistentes en optimizar cada una de las funciones en el conjunto de oportunidades del problema,
sin tener en cuenta las demés funciones. En el caso concreto del problema que nos ocupa, por un
lado maximizamos los beneficios y por otro, minimizamos la funcién de contaminacién:

Ejemplo 5.2: Producciéon de vehiculos, dos objetivos. ()ptimos individuales

Dado el Ejemplo 5.1, resuelva graficamente cada uno de los problemas mono-objetivo de
forma independiente.

Solucion
Max B(xa,rp) =2z + 3zp

sa 20z, +40zp < 2000 (R1)

2024 + 402 > 1000 (R2)

(P1) 1824 + 24xp < 1440 (R3)
zA <70 (R4)
xp < 40 (R5)
Ta, 25 >0 (R6; R7).
Min C(za,zp) =24+ 2,255
s.a 204+ 40zp < 2000 (R1)
202 4 + 40z > 1000 (R2)
(P2) 1824 + 24z < 1440 (R3)
x4 <70 (R4)
xp <40 (R5)
za,2p >0 (R6; RT).
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Las soluciones éptimas de estos dos problemas de programacion lineal son:

= Para el problema de maximizar los beneficios, el éptimo se alcanza en el punto (40,
30), es decir, producimos 40.000 unidades en la planta A y 30.000 unidades en la
planta B, con un beneficio 6ptimo de 170 millones. Graficamente, la resoluciéon de
este problema es la siguiente:

501

20 1

B(xa,xp) =170

10 20 30 40 50 6[? RT) 70 80 w

Figura 5.1: Maximizar Beneficios

= Andlogamente, para el problema de minimizar la contaminacion, el é6ptimo se alcanza
en el punto (50, 0), es decir, producimos 50.000 unidades en la planta A y nada en
la planta B, con un nivel de contaminacion de 50. Graficamente, la resolucion de este
problema es la siguiente:
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Figura 5.2: Minimizar Contaminacién

Adem&s podemos evaluar la funcién de contaminacién en el punto (40, 30), para el que se
alcanza el beneficio éptimo, resultando un nivel de contaminacién de 107,5. Recordemos
que la funcién de contaminacién no se ha tenido en cuenta en el proceso de maximizacién
de los beneficios. De la misma forma, podemos evaluar la funciéon de beneficios en el punto
B(50,0), en el que se alcanza la contaminacién 6ptima, resultando un nivel de beneficios de
100. Toda esta informacién se puede recoger en una matriz denominada matriz de pagos,
que tendrd tantas filas y columnas como objetivos tiene nuestro problema (en este caso
particular, dos filas y dos columnas). En las filas, representaremos, ademds del punto en
el que se alcanza el 6ptimo de cada problema resuelto, la evaluacion de los objetivos del
problema en dichos puntos éptimos:

Beneficios Contaminacion

(40,30) | 170 107,5

(50,0) 100 50

Podemos observar que en la diagonal de esta matriz nos encontramos con la mejor situacién
que podemos obtener con una produccién factible: el méaximo beneficio y la minima con-
taminacién. El vector formado por esos dos valores, (170,50), se denomina punto ideal vy,
como sucede el la mayor parte de los casos, no es alcanzable por ningin plan de produccién
factible.

El procedimiento que se ha llevado a cabo para nuestro ejemplo se puede generalizar para el
problema multiobjetivo general, resolviendo los p problemas mono-objetivo que optimizan cada
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una de las funciones objetivo por separado. Supongamos que en el problema original todos los
objetivos son de méximo (suposicién que no plantea ninguna limitacién, ya que si alguno de ellos
fuera de minimo tomarfamos la funcién opuesta):

Opt (fl(x)va(X)7"'7fp(X))
(PMO)

s.a x€eX,

Se generan entonces los siguientes p problemas mono-objetivo:

Max f;(x

s.a x € X,

Tras la resolucion de estos problemas, obtendremos p puntos éptimos, correspondientes a los
mdximos individuales de cada funcién objetivo, que denotaremos por: xj, X3,. .., X,,. La evaluacién
de cada funcién objetivo en su correspondiente punto éptimo nos determinara un punto que se
denomina punto ideal:

(11250 1) = (F1(x1), f2(%3), 05 S (x3))-

Es evidente que si existiera un punto en el cual todas las funciones alcanzaran su maximo
simultaneamente, el problema estaria resuelto, pero esto es algo utépico. Como dijimos anterior-
mente, el proceso de resolucién de un problema multiobjetivo es mucho mas complejo y empieza
por obtener informacién relevante sobre la estructura del problema y sus posibles soluciones. Para
ello, lo primero que hacemos es construir, a partir de las soluciones obtenidas en los problemas
anteriores, la denominada Matriz de Pagos, en la que evaluamos todas las funciones objetivo en
los éptimos individuales obtenidos:

f1 far
xi | AxD) falxi) e fp(xD)
x5 | [lxz)  falxz) o fp(x3)
x; | [xg) falxg) e fp(xg)

La diagonal principal de esta matriz de tamano p x p, corresponde al punto ideal. Por otro lado,
llamaremos valor anti-ideal de cada funcién (denotado por f;.), al peor valor que ésta toma en su
columna correspondiente (en este caso, en el que maximizamos todas las funciones, serfa el minimo
de la columna). Esos dos valores, anti-ideal e ideal, definen un rango de variacién de las funciones
objetivo del problema:

[fl*?fz*]

Este rango es, en general, una aproximacién del rango de variacion de cada funcién en el conjunto
de soluciones que nos interesan (que llamaremos, como vemos més adelante, conjunto eficiente).
Concretamente, f; es el mejor valor que puede tomar la funcién ¢, pero f;, es una aproximacién
del peor valor que la funcién 7 puede tomar en ese conjunto eficiente, que se conoce como valor
nadir (en el caso de problemas con dos funciones objetivo, si se puede afirmar que el anti-ideal
coincide con el nadir). En nuestro ejemplo el punto ideal corresponderia a (170, 50) 6 (170, -50),
segun se tome la funcién de contaminacién en términos de minimo o de maximo, respectivamente.
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Por otro lado, los correspondientes rangos de variacién son, teniendo en cuenta los valores ideal y
anti-ideal,

fi: Be00,170;;  fo: C €[50,107,5].

Obtenida la matriz de pagos asociada a nuestro problema, nos planteamos de manera natural,
con qué punto quedarnos; ahora bien jcémo comparamos puntos, si los resultados que tenemos
son vectores? Si consideramos, en el ejemplo que nos ocupa, las combinaciones de produccién (40,
30) y (50, 0), para decidir entre ellas debemos fijarnos en los valores que alcanzan en ambas las
funciones objetivo, que son (170, 107,5) y (100, 50), respectivamente. Si atendemos a la primera
coordenada, que es el beneficio (a maximizar), optarfamos por el punto (40, 30), pero si atendemos
a la contaminacién (a minimizar), serfa el (50, 0). Por lo tanto, surge la necesidad de establecer un
orden entre vectores que nos permita decidir cuando uno es preferido a otro.

Dado que el problema general de programacién multiobjetivo (PMO), produce valores en el
espacio vectorial R? (espacio de objetivos), vamos a definir dos tipos de érdenes en dicho espacio:

19) Orden de Pareto: Diremos que un punto x es preferido a otro x’ si se verifica que:

fi(x) > fi(x'), Vi=1,...,p, con, al menos, un j tal que f;(x) > f;(x').

29) Orden débil de Pareto: Diremos que un punto x es preferido a otro x’ si se verifica que:
filx) > fi(xYVi=1,...,p.

El orden de Pareto establece que una combinacién sera preferida a otra siempre que mejore a
todos los objetivos, mejorando a uno de ellos de forma estricta. Por su parte, el orden débil de
Pareto establece que una combinacién sera preferida a otra siempre que mejore todos los objetivos
estrictamente. En cualquier caso, ambos son 6rdenes parciales, es decir, existen pares de combi-
naciones tales que ninguna de ellas es preferida a la otra. Por ello, no existird, en general, una
combinacion que sea a la vez soluciéon éptima de todos los objetivos y, por tanto, solucién obvia
del problema multiobjetivo. De esta forma, el primer concepto que perdemos es el de éptimo tal y
como se entiende en la programacién mono-objetivo tradicional. Lo que buscaremos para solucio-
nar nuestro problema seran las denominadas soluciones eficientes. La generalizacion de éptimo da
lugar al concepto de eficiencia, que podemos definir para nuestro problema de maximo en base a
la ordenacién de Pareto de las dos formas siguientes:

Definicién 5.1: Solucién Eficiente (Orden de Pareto) y No Eficiente (Dominada)

Un punto x* € X es eficiente si no existe otro x € X tal que:

fi(x) > fi(x*), Vi=1,...,p, con, al menos, un j tal que f;(x) > f;(x")

De manera ansloga, un punto z* € X no es eficiente (f(x*) es dominado) si existe otro
x € X tal que x es preferido a x* segun el orden de Pareto, es decir:

fi(x) > fi(x*), paratodoi=1,...,p, y f;(x) > f;(x"), para algin j € {1,...,p}.

Anélogamente, aplicando el orden débil de Pareto, tenemos el siguiente concepto de eficiencia:

Definicién 5.2: Solucién Débilmente Eficiente (Orden débil de Pareto)

Un punto x* € X es débilmente eficiente si no existe otro x € X tal que:

filx) > fi(x™), Vi=1,...,p

Anilogamente, x* € X no es débilmente eficiente (f(x*) es débilmente dominado) si existe
otro x € X, tal que f;(x) > f;(x*) para algin ¢ € {1,...,p}.
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El ultimo concepto de eficiencia que vamos a definir es el de eficiencia propia, que es més
exigente que el de eficiencia de Pareto, y elimina los casos en que uno de los objetivos se empeore,
mejorando infinitamente a cualquier otro.

Definicion 5.3: Soluciéon Propiamente Eficiente

Un punto x* € X es propiamente eficiente segiin Geoffrion si es eficiente y existe un valor
M >0 tal que Vi,j =1,...,p, que verifiquen f;(x*) < fi(x) v f;(x*) > f;(x) se tiene que:

fi(x) = fi(x")

ARG

En los capitulos anteriores, en las que resolviamos problemas mono-objetivo, era habitual estu-
diar graficamente los problemas en el espacio de variables de decisién. Al existir una 1nica funcién
objetivo, la representacion conjunta de las restricciones y curvas de nivel de la funciéon permitia
resolver el problema. Sin embargo, ahora esto ya no es factible, ya que cada punto del espacio
de decisién se corresponde con un vector de p componentes, obtenido mediante la evaluaciéon de
las p funciones objetivo en el punto. Trabajaremos ahora sobre este conjunto imagen (espacio de
objetivos), para tratar de determinar graficamente si un determinado punto es eficiente o no. Evi-
dentemente, esto lo podremos realizar graficamente sé6lo cuando tengamos dos o, a lo sumo, tres
objetivos.

Obviamente, evaluar todas las funciones objetivo en todos y cada uno de los puntos del conjunto
de oportunidades es una labor imposible, ya que habré, en general, infinitos puntos factibles. Sin
embargo, en el caso lineal, dadas sus propiedades especificas, es posible obtener una representacién
del conjunto imagen mediante el conjunto convexo generado por las imagenes de los vértices del
conjunto de oportunidades. Para ello, en el caso particular de nuestro ejemplo, evaluamos las
funciones objetivo, fi = By fo = C, en cada uno de los vértices. Concretamente, en el espacio de
variables de decisién, el conjunto de oportunidades y sus vértices correspondientes se representan
en la Figura 5.3.

a0+

F =+ (0,40)  E = (20,40)
408 L

30 - el = (40, 30)
¢G = (0,25)

20
Espacio de decision

101 C =(70,7.5)
°
A = (50,0)
T T T T T T L T L T T
20 -0 0 10 20 30 40 50 60 7 0 10

0 80 9
B = (70,0)

-10 1

Figura 5.3: Conjunto factible en el espacio de variables de decisién del Ejemplo 5.2

Evaluando las dos funciones objetivo en los 7 vértices del conjunto, obtenemos:
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Vértice | x4 xp | Beneficios Contaminacion

A 50 0 100 50

B 70 0 140 70

C 70 75 162,5 86,875

D 40 30 170 107,5

E 20 40 160 110

F 0 40 120 90

G 0 25 75 56,25

Los valores obtenidos para las funciones objetivo se pueden representar también en el plano,
obteniendo la representacién del conjunto factible en el espacio de objetivos (Figura 5.4). En la
figura, se representa la funcién de beneficios en el eje horizontal y la de contaminacién en el vertical.

120
L E = (160,110)
Contaminacién

D = (170:107,5)

1o F = (120,90

C = (162, 5; 86, 88)

80 Espacio de objetivos

B — (140,70)
60
G = (75:56,25

A = (100, 50)

40

20

Beneficios
0 20 10 50 80 100 120 140 160 180 200

Figura 5.4: Espacio de objetivos del Ejemplo 5.2

En la grifica, cuanto mds a la derecha esté un punto, mejor (mayor) es la funcién de beneficios,
y cuanto mds abajo esté, mejor (menor) es la funcién de contaminacién. Por lo tanto, los puntos
eficientes son aquellos para los que no existe otro punto factible que esté a la vez mas a la derecha y
mas abajo. Dichos puntos verifican que ningin otro mejora sus dos coordenadas simultaneamente.
En conclusién, el conjunto de puntos eficientes estd formado por los puntos que estan en la frontera
sureste del conjunto (Figura 5.5).
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120
L E = (160,110)
Contaminacion

D = (170;107,5)

e F = (120,90

C = (162, 5; 86, 88)

a0 Espacio de objetivos
Frontera eficiente

B = (140, 70)

60

A = (100, 50)

40

20

Beneficios
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 5.5: Frontera eficiente en el espacio de objetivos del Ejemplo 5.2

A la vista de los vértices que conforman este conjunto eficiente, podemos trasladarlo de nuevo
al espacio de variables de decisién (Figura 5.6).

50
F = (0,40) E. = (20,40)
a0e e
Espacio de decision D = (40,30)
30
o = (0,25) Soluciones eficientes
20
10 1 C =1{70.7.5)
-200 -0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
A = (50,0) B = (70,0
_10 4

Figura 5.6: Soluciones Eficientes en el espacio de variables de decision del Ejemplo 5.2

Obviamente, en el caso del espacio de decisién, no hay regla grafica especifica para la obtencién
de esos puntos. Aqui es simplemente la traslacion de los vértices eficientes obtenidos en el espacio
de objetivos y s6lo sabemos que, en este caso con dos funciones objetivo, serd un camino que unird
el punto donde se alcanzaba el maximo de los beneficios con el punto donde se alcanzaba el minimo
de la contaminacién, pero no sabemos la direccién de dicho camino.
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Una vez definido el concepto de eficiencia, y ejemplificado en nuestro problema, observamos
que en cualquier problema existird mas de una solucién eficiente y evidentemente éstas no seran
comparables. Por tanto, el problema continta, y nos planteamos dos cuestiones importantes. Por
un lado, jcémo determinar todos esos puntos eficientes en cualquier problema, sobre todo en los que
no sea representable graficamente? O, al menos, si no podemos obtenerlos todos, ;cémo podriamos
obtener una representacién suficientemente buena de ellos? Por otro lado, una vez estimada dicha
frontera eficiente ;como realizar la eleccién entre soluciones no comparables, atendiendo a las
preferencias del decisor?

Los métodos utilizados para la resolucién de los problemas multiobjetivo estdn basados en como
se lleve a cabo la transmisiéon de informacion entre el analista y el decisor, una vez formulado el
modelo inicial tal como lo hemos visto en el apartado anterior.

= Si primero actiia el analista resolviendo el problema y mostrando posteriormente las soluciones
al decisor, se denominan Métodos Generadores (de la frontera eficiente), que sélo cuentan con
la informacién correspondiente a la estructura matematica del problema. En la Seccién 5.2
se estudiaran dos de los métodos més clasicos de este tipo: el método de la ponderacion y el
de la restriccion.

= Por el contrario, si es el decisor el que actia primero, incorporando informacién al proceso
mediante el establecimiento de preferencias y prioridades, tenemos los Métodos con Infor-
macion a Priori. E1 més conocido de estos métodos es el de programacién por metas, que
estudiaremos en la Seccién 5.3.

= Por ultimo, si se lleva a cabo un flujo continuo de informacién entre el analista y el decisor,
se utilizan los denominados Métodos Interactivos, que escapan al alcance de este texto.

5.2. Determinacion de soluciones eficientes.

Como hemos mencionado anteriormente, los denominados métodos generadores son aquellos
que no incorporan informacién a priori en el proceso y, por tanto, es el analista el que comienza
resolviendo el problema.

Si observamos el problema del epigrafe anterior, los puntos de la frontera eficiente de un pro-
blema lineal pueden dividirse en dos tipos, aquellos puntos eficientes que son vértices, tanto en el
espacio de objetivos como en el espacio de variables de decisién, y aquellos otros que estan sobre
las aristas. En el caso de problemas con méas de dos objetivos, los puntos eficientes se dividen en
soluciones sobre los vértices, y los que no estan sobre estos. Por esto, y otras razones, existen dos
enfoques distintos para los métodos de resolucién. Uno consiste en buscar las soluciones eficientes
sobre los vértices, siendo el método mas destacado de este tipo, aunque no el tnico, el método
de la ponderacién. El otro enfoque consiste en determinar las soluciones no vértices, de lo cual se
encarga el método de la restriccién. Ambos métodos intentaran determinar las soluciones eficien-
tes asociadas al problema y, dependiendo de situaciones, podremos asegurar la eficiencia de las
soluciones obtenidas.

En general, dado que no podemos abordar directamente el problema multiobjetivo, todos los
métodos que estudiaremos en este tema consisten en transformarlo en un problema mono-objetivo
(o0 en una serie de ellos), para los que si tenemos métodos y técnicas de resolucién. En el caso de
las técnicas generadores, buscamos que las soluciones obtenidas a través de estos nuevos problemas
nos aporten soluciones de nuestro problema original, es decir, soluciones eficientes del mismo.

5.2.1. Meétodo de la ponderacion.

Dado nuestro problema multiobjetivo:

Opt  (f1(x), fa(x), .., fp(x))
(PMO)

sa xeX
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el método de la ponderacion consiste en realizar una escalarizacién de las funciones objetivo, y
posteriormente agregar las mismas. A cada funcién f; se le asocia un valor escalar \;, conocido
como ponderacion o peso. Dicho valor tendrd una doble misién dentro del proceso. La primera
es simplemente de calculo u operativa, y la segunda seria la homogeneizacién de unidades de
medidas dispares para facilitar la tarea de biisqueda de las soluciones eficientes. Si nuestros objetivos
estdn valorados con magnitudes similares, se puede obviar esta segunda misién (conocida como
normalizacion o escalado).

Si llamamos A = (A1, A2, ..., Ap), al vector formado por las p ponderaciones, el problema esca-
larizado o problema ponderado es:

Max P oNifi(x
P D1 Aifi(x)

s.a xe X

donde suponemos que las ponderaciones verifican que: Zle Ai=1, >0 (Vi=1,..,p). Estas
condiciones sobre las ponderaciones no tienen més efecto que no repetir problemas ya resueltos
para ponderaciones distintas, o no convertir nuestros problemas, que son todos de maximizar, en
problemas de minimizacién, por adoptar una ponderacién negativa. Veamos ahora qué forma toman
estos problemas para nuestro ejemplo.

Ejemplo 5.3: Produccion de vehiculos, dos objetivos. Método de la ponderacion

Obtenga la funcién objetivo ponderada para el modelo del Ejemplo 5.1,
Solucién

En el caso de nuestro problema:

Max B(xa,xp)=2xs+32p

Min C(xa,xp) =24+ 2,258

s.a 20z 4 + 40z < 2000
20z 4 + 40xp > 1000

1824 + 24xp < 1440

za, x5 > 0.

Lo primero que deberemos hacer es transformar todas las funciones a maximizar, para
después agregarlas. Asi, nos quedaria

Max B(xa,xp) =2x4+ 3zp
Max —C(xp,25) = —24 —2,252p

Posteriormente, escogeremos un vector de ponderaciones de dos componentes A = (A1, Az),
con las condiciones de no negatividad de las componentes y de que su suma sea la unidad.
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Construimos entonces la nueva funcién objetivo ponderada:

Max MB(za,zg)+ A2(—C(za,zp)) =
Max M2z +3xp)+ Xo(—x4 —2,2525) =
Max MQ2za+3zp)+ (1 —A)(—z4 —2,252p)
donde hemos usado el hecho de que la suma de las ponderaciones sea la unidad para reducir

un parametro.
Nuestro conjunto de oportunidades quedaria sin modificaciones.

El siguiente teorema caracteriza la eficiencia de las soluciones obtenidas por este método, de-
pendiendo de la asignacion que se le haga a los pesos.

Teorema 5.1: Soluciones Eficientes en el método de la ponderacién

Dado el problema de programacion multiobjetivo:

Max (fl(x)an(X)a"-afp(x))
s.a xe X
y su correspondiente problema escalarizado:
Maz 377 Nifi(x)
(Px)
s.a xe X
entonces:

i) Si todas las ponderaciones asignadas \; son estrictamente mayores que cero, la solucién
Optima obtenida es propiamente eficiente.

ii) Si alguna ponderacién es nula, la solucién dptima es débilmente eficiente.

iii) Si, con alguna ponderacién nula, la solucién éptima del problema es tnica, entonces
ésta es eficiente.

De acuerdo con los resultados del teorema, podemos esperar que, dado un vector de pondera-
ciones A, obtengamos una solucién eficiente de nuestro problema multiobjetivo. Como en el caso de
los problemas lineales, las soluciones estan en los vértices y no hemos cambiado nuestro conjunto
de oportunidades, obtendremos una solucién eficiente sobre un vértice del conjunto de variables
de decisién que corresponderd con un vértice del espacio de objetivos. Lo deseable seria que si
repetimos el proceso con otro vector de ponderaciones A, obtuviéramos otra solucién eficiente dis-
tinta, pero esto, desgraciadamente, no va a ocurrir en un gran numero de ocasiones, en las que
volveremos a obtener una de las ya obtenidas. Por este motivo, deberemos escoger una muestra
amplia y bien distribuida de dichos vectores de parametros para tener una cierta confianza en haber
obtenido suficientes vértices eficientes, y a ser posible, todos ellos, sabiendo que por cada vector de
parametros deberemos resolver un problema.

En cualquier caso, de una muestra bien distribuida de ponderaciones no siempre podemos
esperar obtener una buena estimacién de vértices eficientes, especialmente en los casos en los
que los valores de las distintas funciones objetivo tomen valores con unidades desequilibradas (por
ejemplo, una de ellas en el rango [0, 3] y otra en el rango [1000, 1500]). En estos casos, es conveniente
normalizar dichas funciones objetivo para que se valoren en rangos y unidades analogas. Existen
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diversos procedimientos para realizar dichas normalizaciones, algunos de los cuales se veran en los
ejemplos desarrollados posteriormente. Veamos a continuacién el planteamiento y resolucién de los
problemas de ponderacién sobre el ejemplo.

Ejemplo 5.4: Produccion de vehiculos, dos objetivos. Resoluciéon por pondera-

ciones

Resuelva el Ejemplo 5.1 por el método de la ponderaciéon, mediante Lingo. Utilice distintos
valores de A.

Solucién

Considerando nuestro ejemplo:

Max B(za,xp) =2x4+ 3258

Min C(za,xp) =4+ 22528

s.a 20x 4 + 4025 < 2000
20x 4 + 4025 > 1000

1874 + 2425 < 1440

za,28 >0

Recordemos que deberemos transformar la funcién de contaminacién de minimizar a maxi-
mizar su opuesta y posteriormente ponderarla. Como nuestro conjunto de oportunidades es
siempre el mismo, y para no repetirlo innecesariamente, sélo nos fijamos en la funcién a ma-
ximizar del método de la ponderacién. Al ser un problema con dos criterios, sélo tendremos
un parametro 0 < A <1, .

Maz M2zx4+3zp)+ (1 —XN)(—z4 —2,252R)

Posteriormente, deberemos fijar una muestra para los valores de A, por ejemplo, con un
incremento de 0,2, por lo que deberemos resolver 6 problemas. Nétese que el problema de
ponderacion con el valor de A = 0 corresponderd al problema de minimizar la contaminacién
y el de A =1 con el de maximizar los beneficios.

La formulacién en Lingo de nuestro problema, para el caso A = 0,8, es la siguiente:

Lingo: Enunciado

[ProblemaPonderado] Max = Lambda*Bene+(1-Lambda)*(-Conta) ;
[EmpleoMax] 20*xA+40%xB <= 2000;

[Empleomin] 20*xA+40*xB >= 1000;

[ContCalid] 18*xA+24*xB <= 1440;

[ProducMaxA] xA <= 70;

[ProducMaxB] xB <= 40;

[FuncionBeneficios] Bene = 2*xA+3*xB;
[FuncionContaminacion] Conta = xA+2.25%xB;

[Ponderacion] Lambda = 0.8;
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Formulado de esta forma, sélo deberemos cambiar el valor de la ponderacion e ir resolviendo
los diversos problemas, obteniendo lo siguiente:

Ponderacién | x4 xp | Beneficios | Contaminacién
A=0 50 0 100 50
A=0,2 5 0 100 50
A=04 70 0 140 70
A=0,6 70 75 162,5 86,875
A=0,8 40 30 170 107,5
A=1 40 30 170 107,5

En este caso, debido a que las funciones objetivos poseen rangos y valores similares, y
el numero de vértices eficientes es reducido, con dicha muestra de los parametros hemos
obtenido todos los vértices eficientes.

Podemos ver graficamente, puesto que sélo tenemos dos variables de decision, el efecto que
causan los distintos problemas resueltos, para distintos valores de A, sobre la tltima curva
de nivel que tocaria nuestro conjunto de oportunidades.

La\dw

Lambda=1

80

Lambda=

Lambda=0

mdafo.

404

Lambda=0 309
3 Espacio de decision
10

Lambda=0.25

Figura 5.7: Método de la ponderacion. Soluciones Eficientes, espacio de variables de decisién

En resumen, el método de la ponderacién ha consistido en transformar nuestro problema multi-
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objetivo en un problema mono-objetivo, dejando sin modificar nuestro conjunto de oportunidades,
y s6lo modificando la funcién objetivo. Esta se construye agregando todas las funciones del pro-
blema multiobjetivo mediante el uso de las ponderaciones, que no son mas que parametros que
nos han servido para obtener lo que pretendiamos. Como el conjunto de oportunidades no se ha
modificado, y la solucién de un problema lineal se encuentra en los vértices, lo que nos aporta el
método de la ponderacion son los vértices eficientes. Como ya habiamos comentado previamente,
sabemos que existiran también soluciones eficientes sobre puntos no vértices, sobre las aristas de
nuestro ejemplo previo. Es por ello que necesitaremos un método capaz de obtener dichos puntos,
que es el método de la restriccion, que desarrollamos en la siguiente seccién.

5.2.2. Meétodo de la restriccién.

El método de la restriccién es uno de los més antiguos dentro de la programacién multiobjetivo,
que fue utilizado mucho antes de la formalizacién de ciertos resultados tedricos hoy conocidos. En
el caso de los problemas lineales, la idea de este método consiste en modificar nuestro conjunto
de oportunidades generando nuevos vértices sobre las aristas de nuestro problema original, con
el fin de poder encontrar esos puntos eficientes interiores. Para ello, el método se basa en dos
ideas principales: la primera es considerar, en cada problema que resolvamos, una sola de nuestras
funciones objetivo, y la segunda es pasar el resto de las funciones objetivo a las restricciones.
Para ello, deberemos imponer ciertas cotas para construir esas nuevas restricciones. Es aqui donde
radica una de las cuestiones més complejas, la eleccion de dichas cotas, especialmente en el caso
de problemas con més de dos objetivos. Sobre estos aspectos volveremos posteriormente.

El planteamiento del método de la restriccion seria el siguiente. Dado nuestro problema multi-
objetivo:

Opt (fl(x)an(X)7"'7fp(X))
(PMO)
sa xeX

supongamos que elegimos optimizar la funcién f;, y llamemos k; a la cota establecida para cada
funcién f;. Si denotamos por k = (k1, ks, ..., k,) al vector formado por todas las cotas, el problema
resultante es:

Maz  fi(x)
(Pi(k)) s.a xe X

fj(x)zkjaj:1a7p7]7él

En general, las cotas que le imponemos a cada una de las funciones se tomaran dentro de su
rango de variacién, es decir, entre los valores anti-ideal e ideal: k; € [fjs, f;‘].

En esta técnica, a diferencia del método de las ponderaciones, no tenemos asegurado que la
solucién sea eficiente, salvo que la solucién obtenida sea tnica. Este resultado lo recogemos en el
siguiente teorema.

Teorema 5.2: Soluciones eficientes por el método de la restriccién

Si x* es la unica solucién éptima de (P;(k)), para algiin ¢ = 1, ...,p, siendo k el vector de
cotas asociado, entonces se verifica que x* es solucién eficiente de Pareto del problema
multiobjetivo original. En cualquier caso, esta solucién es débilmente eficiente.

Demostracién
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Supongamos que x* no es eficiente. Existirda entonces un punto x factible tal que:

f](x) > f](x*) .7 = 1»"7p
fs(x) > fo(x*), para, al menos un s € {1,...,p}.

i) Si s = ¢, entonces x* no puede ser solucién de (P;(k)).

ii) Si s # i entonces x es también solucién de (P;(k)), lo cual contradice nuestra hipétesis
de partida, dado que partimos de la unicidad de solucién.

Por tanto, x* es una soluciéon 6ptima de Pareto del problema multiobjetivo.

Podemos observar que, por cada eleccién de un vector de cotas k = (kq1, k2, ..., kp), podemos
resolver p problemas distintos, sin mas que cambiar la funcién a optimizar, por lo que por cada
vector de cotas podemos obtener hasta p soluciones eficientes distintas.

Otra observacién que podemos realizar es que en este método no es necesario transformar nues-
tras funciones a minimizar para que tomen la forma de maximizar. Simplemente, deberemos tener
en consideraciéon que cuando una de esas funciones sea nuestro objetivo, ese objetivo deberemos
minimizarlo, y cuando una funcién de ese tipo aparezca en las restricciones la cota deberd ser del
tipo < en lugar de >.

La eleccién de las cotas, que es una de las partes importantes para el éxito del método, posee
su clave en que hace que se modifique el conjunto de oportunidades. Esto implica un problema
adicional, dado que si las imponemos demasiado pesimistas (pequefias en el caso de maximizar), el
conjunto de oportunidades no se modifica y nos resultaria un problema consistente en maximizar
uno de los objetivos. Si, por el contrario, las imponemos demasiado optimistas (grandes en el caso
de maximizar) el conjunto de oportunidades puede resultar vacio. Es por ello que se recomienda
siempre que k; € [fjx, f;], aunque en problemas con mas de dos objetivos es posible que las cotas
resulten incompatibles aunque estén en el rango indicado.

Veamos sobre nuestro ejemplo el efecto que produce el método de la restriccion.

Ejemplo 5.5: Produccion de vehiculos, dos objetivos. Resolucion por método

restriccion

Resuelva el Ejemplo 5.1 por el método de la restriccién, mediante Lingo. Imponga una cota
para cada funcién objetivo.

Solucion

En primer lugar vamos a elegir un vector de cotas que cumpla la condicién anteriormente
sefialada, es decir, k = (k1,ks) donde k1 € [100,170] v k2 € [50,107,5]. Elijamos k =
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(130, 75). Por tanto nuestro primer problema vendré formulado por:

Min C(za,xp) =24+ 2,252
s.a 20z 4 + 40xp < 2000
20x 4 + 40xp > 1000

1874 + 2425 < 1440

TA,TB > 0

B(za,zp) =224 + 3zp > 130

El segundo problema que se genera a partir de las cotas formuladas es:

Max B(za,zp) =2x4+ 3R

s.a  20z4 +40zp < 2000 (R1)
2024 + 4025 > 1000 (R2)
18z 4 + 24z < 1440 (R3)
x4 <70 (R4)
xp <40 (Rb)
za,25 20 (R6; R7)
C(zxa,xp) =z + 22525 <75 (RS).

Resolvamos el primer problema, que formulado en Lingo, seria:

Lingo: Enunciado

[ObjeMetodoRes] Min = Conta;

[EmpleoMax] 20*xA+40%xB <= 2000;
[Empleomin] 20*xA+40*xB >= 1000;
[ContCalid] 18*xA+24*xB <= 1440;
[ProducMaxA] xA <= 70;

[ProducMaxB] xB <= 40;

[RestMetodoRes] Bene >= 130;
[FuncionBeneficios] Bene = 2*xxA+3*xB;
[FuncionContaminacion] Conta = xA+2.25%xB;

cuya solucién es (x4, zp) = (65,0), con Beneficios = 130 y Contaminacién = 65. Gréfica-
mente, lo podemos ver en la siguiente figura:
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Figura 5.8: Método de la restriccién. Soluciones Eficientes, espacio de variables de decisién

Como el conjunto de oportunidades se ha reducido de acuerdo a la nueva restriccién incor-
porada, ha aparecido un nuevo vértice, que es justamente en el que se obtiene el minimo de
la contaminacién al resolver el problema de la restriccién.

Resolvamos ahora el segundo problema formulado, que en Lingo tendria la expresién:

Lingo: Enunciado

[ObjeMetodoRes] Max = Bene;

[EmpleoMax] 20*xA+40%xB <= 2000;
[Empleomin] 20*xA+40*xB >= 1000;
[ContCalid] 18*xA+24*xB <= 1440;
[ProducMaxA] xA <= 70;

[ProducMaxB] xB <= 40;

[RestMetodoRes] Conta <= 75;
[FuncionBeneficios] Bene = 2xxA+3*xB;
[FuncionContaminacion] Conta = xA+2.25%xB;

cuya solucién es (x4, zp) = (70,2,222), con Beneficios = 146,667 y Contaminacién = 75.
Gréficamente, lo podemos ver en la figura:
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Figura 5.9: Método de la restricciéon. Soluciones Eficientes, espacio de variables de decisién.

En este caso, también se ha reducido el conjunto de oportunidades de acuerdo a la nueva
restriccién incorporada, apareciendo un nuevo vértice, que es justamente en el que se obtiene
el maximo de los beneficios al resolver el problema de la restriccién.

Puede continuarse imponiendo nuevas cotas y obteniendo nuevas soluciones eficientes no
vértices.

Recordemos, que las soluciones que obtenemos por este método serdn, como en todo problema
de programacién lineal, normalmente vértices con respecto al nuevo conjunto de oportunidades
generado al introducir la restriccién o restricciones correspondientes. Sin embargo, con respecto al
conjunto de oportunidades original serdn usualmente soluciones no vértices (sobre las aristas o en
la frontera), salvo que las cotas las hayamos dado justo en los valores de los objetivos en algunos
de los vértices, en cuyo caso nos devolvera como solucién, naturalmente, dicho vértice del conjunto
original.

Resumiendo lo visto en este epigrafe, hemos visto dos métodos para obtener soluciones eficientes
de nuestro problema original. Debido a que el nimero de soluciones eficientes puede ser infinito
o muy grande, lo que intentamos es obtener una estimacion suficiente de dicha frontera eficiente.
La obtencién de estos puntos permite a los agentes implicados obtener informacién relevante sobre
la estructura del conjunto eficiente. En cualquier caso, para finalizar la resolucién del problema
deberemos incorporar preferencias del decisor para alcanzar una solucién final, pues las obtenidas
no son comparables entre si. A continuacién, comentaremos el método més utilizado dentro de los
Métodos con informacién a priori, la programacién por metas.

5.3. Programacion por metas.

Una vez presentados algunos de los métodos més usuales y cldsicos para la determinacién de la
frontera eficiente de un problema multiobjetivo, o una buena estimacién de la misma, pasamos a
la fase de decision propiamente dicha. Efectivamente, existen otros enfoques, como se mencioné al
inicio del capitulo, donde el decisor, o centro decisor aporta la informacién, al menos parcialmente,
al inicio del problema. Qué duda cabe que esta informacién se puede aportar con mas seguridad
una vez realizados los pasos anteriores, que permiten aprender sobre el conjunto eficiente del pro-
blema. Uno de los enfoques utilizado con més frecuencia es el de programacién por metas, (Goal
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Programming), consistente en que el decisor emite “deseos” sobre valores a alcanzar en los distintos
objetivos del problema. De esta forma, dichos “deseos” se pueden incorporar al modelo desde su
inicio. Debemos senalar que este enfoque renuncia, en principio, al espiritu optimizador, y nuestra
intencién consistird en cumplir, si es posible, los “deseos” del decisor, dentro de nuestro conjunto
factible. Esta idea (filosoffa “satisfaciente”) fue formulada inicialmente en la década de los afios 50
del siglo XX por Herbert Simon, premio Nobel de Economia en 1978.

Formulacion de las metas

Dado un problema general de programaciéon multiobjetivo:

Opt (fl(x)7f2(x)7"'7fp(x))
(PMO)

sa xe€X,

donde algunos de los objetivos seran de maximo y otros de minimo, el decisor actia de la siguiente
forma:

Cuando abordamos un problema por el enfoque de programacion por metas, el decisor abandona
su criterio optimizador y, en consecuencia, no tienen efecto los criterios de maximizar o minimizar
nuestros objetivos.

En vez de eso, el decisor aportara para cada uno de los objetivos, un valor u; que va a representar
su deseo para ese objetivo, y que denominaremos nivel de aspiracion. Este serd un valor que expresa,
lo que desea alcanzar como minimo, o bien el valor que no desea superar, o incluso, en algunos
casos, el valor que desea alcanzar exactamente, para el correspondiente objetivo.

Posteriormente, al conjugar el objetivo y el nivel de aspiracién se obtiene lo que denominamos
meta, que expresamos de la siguiente forma:

= Si el nivel de aspiracién expresado para el objetivo f; es de alcanzar, como minimo, el nivel
u;, se puede escribir de la forma: f;(z) > u;.

= Por el contrario, si el deseo expresado es el de no superar dicho nivel de aspiracién, podemos
expresarlo como f;(z) < u;.

= En el caso de desear alcanzar ese nivel de aspiracién exactamente, tendriamos, fi(z) = u.

Debemos insistir en el hecho que, una vez que formulamos estas metas, hemos olvidado el ele-
mento de maximizar o minimizar que regia hasta ahora nuestros problemas: nos conformamos con
una solucién que satisfaga los niveles de aspiracién indicados. En consecuencia, nuestro proble-
ma consiste en encontrar, si las hay, soluciones factibles, (es decir, que cumplan las restricciones
originales de nuestro problema) y que sean compatibles con los deseos formulados por el centro
decisor. Si no las hay, querremos encontrar la solucién factible que esté “mas cerca” de satisfacer
las metas. Como veremos mas adelante, la manera en la que entendamos ese “maés cerca’ dara

lugar a distintas variantes del método. Por lo tanto, buscamos una solucién que verifica:

Definicion 5.4: Solucién satisfactoria

xeX
fi(x) > uy, si para el objetivo i se desea alcanzar, al menos, el nivel de aspiracidn,
fj(x) < wj, sipara el objetivo ¢ se desea alcanzar, a lo sumo, el nivel de aspiracién,

fr(x) = ug, si para el objetivo i se desea alcanzar, exactamente, el nivel de aspiracién.

Por tanto, parece que hemos reconvertido nuestro problema en uno de resolver un sistema de
inecuaciones. Aunque, basicamente, esa afirmacion es cierta, posee varios matices muy importantes:
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= Todas las inecuaciones, o ecuaciones, que aparecen en la nueva formulacién, no poseen la
misma categoria. Las que determinan la factibilidad en nuestro conjunto de oportunidades
(x € X) son restricciones de obligado cumplimiento, pues en caso de no cumplirse alguna, la
solucién no seria factible. En cambio, las restricciones asociadas a las metas pueden violarse.
Si se verifican, significa que se satisfacen los deseos del decisor. Si no, no se satisfacen, pero
la solucién es factible.

= El sistema de inecuaciones puede tener solucién tnica, que podria ser lo méds deseable (pero
es lo més improbable), tener infinitas soluciones o no poseer solucién. En cada uno de los dos
dltimos casos, la forma de abordarlo debe ser distinta, pero es claro que necesitamos alguna
informacion adicional aportada por el decisor:

e En el primer caso, cuando se cumplen todos los niveles de aspiracién, el decisor debera
aportar informacion adicional para escoger, entre todas las soluciones que cumplen sus
deseos aquella que maés se adapte a sus preferencias.

e En el segundo caso, cuando no sea posible cumplir todos los deseos formulados, el deci-
sor deberd aportar informacién sobre la importancia relativa del cumplimiento/incum-
plimiento de las metas, y sobre como desea repartir los incumplimientos que obligato-
riamente se van a producir.

Con el fin de poder dar respuesta de la mejor forma posible a todas las cuestiones anteriormente
planteadas, debemos transformar nuestro problema en un problema de optimizacién, que no seré
un problema de optimizacién sobre los objetivos originales, sino sobre el cumplimiento de las metas,
que es como estd formulado ahora nuestro problema de acuerdo a los deseos del decisor.

Formulaciéon del modelo de programacién por metas

Para la transformaciéon de nuestro problema, formulado con desigualdades, en un problema de
optimizacién, deberemos transformar nuestras metas de la siguiente forma:

En primer lugar, para todas las metas formuladas, reconvertimos las desigualdades en igualda-
des, anadiendo dos wariables de desviacion no negativas por cada meta, que nos mediran cuinto
nos quedamos por debajo o por encima del nivel de aspiraciéon senalado por el decisor:

fZ(X) +n;—pi=u;, Vi=1,..,p

En concreto, n; es la llamada variable de desviacion negativa, que mide cuanto nos quedamos
por debajo (en la solucién factible x) del nivel de aspiracién y p; es la llamada variable de desviacion
positiva, que mide cuanto nos quedamos por encima del nivel de aspiraciéon. En un problema lineal,
por la naturaleza de los métodos de resolucién, tenemos asegurado que ambas variables nunca seran
estrictamente mayores que 0 simultaneamente. Por lo tanto:

= Para los objetivos f; en los que deseamos alcanzar, al menos, nuestro nivel de aspiracién
u;, es decir, f;(x) > u;, nuestro deseo es que la variable n; sea 0, pues en este caso no nos
quedamos por debajo del nivel de aspiraciéon marcado.
En consecuencia, y visto como un problema de optimizacién, podriamos minimizar n;, sujeto
a las restricciones del problema, donde incluiremos la nueva formulacién de la meta con sus
dos variables de desviacién. Si el resultado de dicho problema de optimizacién es n = 0,
habremos cumplido los deseos del decisor respecto de dicha meta, y en caso contrario, si
n} > 0, dicho deseo no se ha podido alcanzar.

» Andlogamente, para los objetivos f; en los que deseamos alcanzar, a lo sumo, nuestro nivel

de aspiracién u;, es decir, f;(x) < uj, nuestro deseo es que la variable p; sea 0, pues en este
caso no nos quedamos por encima del nivel de aspiracién marcado.
En consecuencia, y visto como un problema de optimizacién podriamos minimizar p;, sujeto
a las restricciones del problema, donde incluiremos la nueva formulacién de la meta con
sus dos variables de desviacién. Si el resultado de dicho problema de optimizacién es pj = 0,
habremos alcanzado los deseos del decisor respecto de dicha meta, y en caso contrario, p; > 0,
dicho deseo no se ha podido alcanzar.
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= En conjuncién con lo visto en los dos apartados anteriores para los objetivos f en los que
deseamos alcanzar, exactamente, nuestro nivel de aspiracién uy, es decir, fr(x) = uy, el
problema de optimizacién acorde con ese deseo es minimizar ny + pi y deseamos que ambos
valores, en el 6ptimo, sean cero.

Las variables de desviacién que queremos minimizar en cada caso son las que se conocen como
variables no deseadas. Denotemos por hg(ns, ps) a la funcién que queremos minimizar para cada
meta, es decir:

Ng si la meta s es de >,
hs(ngs,ps) = 4 ps si la meta s es de <,

ns +ps sila meta s es de =.

Denotemos por A a una funcién de las variables no deseadas de todas las metas, denominada
funcion de logro o de realizacién. La funcién h debe ser tal que su minimizaciéon conlleve la de
todas las variables no deseadas. Entonces, nuestro problema transformado en un problema de
optimizacién vendra dado por:

Min h(hl(nl,p1)7h2(n27p2),"'ah’p(npvpp))

(PMetas) s.a xe X

fix)+n,—pi=u; (i=1,...,p).

Podremos afirmar que se cumplirdn todos nuestros deseos siempre y cuando el valor 6ptimo de la
funcién de logro sea nulo. Si no existe ninguna solucién que satisfaga todas las metas, encontraremos
la que estd mas cerca de hacerlo, segin la forma especifica que tome la funcién h. Como se ha
comentado previamente, esta forma especifica da lugar a las distintas variantes de la programacién
por metas.

Veamos estos conceptos formulados sobre nuestro ejemplo:

Ejemplo 5.6: Produccion de vehiculos, metas a alcanzar

Supongamos que, en nuestro Ejemplo 5.1, el decisor desea alcanzar, al menos, un beneficio
de 150, y una contaminacién no superior a 85. Formule el correspondiente modelo de
programacién por metas.

Solucion

El modelo inicial quedaria formulado como:
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20x4 +40xp < 2000 (R1)
2024 + 4025 > 1000 (R2)
1824 + 24zp < 1440 (R3)
24 <70 (R4)

o5 <40 (R5)

xa,zp >0 (R6;RY)

B(za,xp) =2x4+3xp > 150 (R8)

C(za,xzp) =24 +2,2525 <85 (R9).

Si representamos dicho problema en el espacio de variables de decisién, tendriamos:

xa+ 2,252 < 85

/

Figura 5.10: Programacion por metas en el espacio de variables de decision.

pudiéndose comprobar que existen producciones factibles, es decir, que cumplen las restric-
ciones iniciales del problema, que ademéas cumplen los deseos del decisor, que correspon-
derian a todo el area resaltada mas oscura de la grafica.

Anélogamente podriamos verlo en el espacio de objetivos:
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Figura 5.11: Programacion por metas en el espacio de objetivos

Haciendo uso de las variables de desviacion, el problema de optimizacién transformado
quedaria de la siguiente forma:

Min  h(hi(n1,p1), h2(n2,p2)) = h(n1,p2)
s.a 20x 4 + 40xp < 2000
20x 4 + 402 > 1000

1824 + 24z 5 < 1440

Ta,28 20

B(xa,xp) =2x4+ 3z +n1 —p1 =150

C(zxa,xp) =24+ 2,2525 + N2 — ps =85

que tendria, segin hemos visto graficamente, infinitas soluciones, con un valor de A nulo,
pues es posible alcanzar ambos deseos del decisor. En este caso, seria necesario incorporar
nuevas preferencias del decisor, bien reformulando los niveles de aspiracién en unos valores
mas exigentes, o escogiendo entre los puntos de la zona correspondiente, donde de especial
interés resultan aquellos puntos que, verificando las metas, sean eficientes para los objetivos,
y que aparece senalada en rojo en la Figura 5.11.

Como ya se ha comentado, en el caso que los niveles de aspiracién formulados por el decisor
no se puedan satisfacer simultdneamente, la forma especifica de h puede incorporar informacién
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acerca de cémo manejar los incumplimientos que se daran, dando lugar a las distintas variantes de
la programacién por metas. Tres son, los sistemas de preferencias utilizados mas frecuentemente:
el ponderado, el minimax y el lexicografico.

Programacion por metas ponderadas

Sea el problema de programaciéon por metas:

Min h(h1<nl7pl>7h2(n27p2)7'"ahp(nznpp))

(PMetas) s.a xeX

fix)+ni—pi=u; (i=1,...,p).

La estructura de preferencias de la programacion por metas ponderadas consiste en agregar las
distintas funciones de logro de cada una de las metas, ponderadas por la importancia relativa que
el decisor conceda al cumplimiento de cada uno de los niveles de aspiracién, y normalizdandolas por
los niveles de aspiracion, para eliminar posibles sesgos. Téngase en cuenta que esta normalizacién
es factible cuando w; no es (ni estd muy préximo a) 0. De esta forma, ademds, expresamos los
incumplimientos en porcentajes con respecto a dichos niveles. Entonces, el problema a resolver es:

P

Min Zwi hi(niapi)
Wi

(PMP)

En este enfoque, por tanto, se minimiza la desviacién total de las distintas metas, por lo que
permitimos compensaciones en los incumplimientos, que pueden estar descompensados.

Una segunda estructura de preferencias, a la hora de manejar los incumplimientos, esté orien-
tada hacia el equilibrio de los mismos y esta recogida en la programacién por metas minimax:

Programacién por metas minimax

Sea el problema de programaciéon por metas:

Min h(hl(nl7pl>7h2(n2ap2)7'"ahp(npapp))

(PMetas) s.a xeX

fix)+ni—pi=u; (i=1,...,p).

La estructura de preferencias de la programacién por metas minimax consiste en buscar un
equilibrio entre las distintas funciones de logro de cada una de las metas, considerando también su
ponderacion y su normalizacion. Se desea aqui minimizar el maximo incumplimiento de todas las
metas:

Min Maxi=, . p {wiih"("“pi) }

(PMM) s.a xe X

fix)+n,—pi=u; (i=1,...,p).
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Debido a que la funcién objetivo de este problema no posee una expresion comoda de trabajo
(no es lineal, e incluso pierde el cardcter diferenciable), se puede realizar una transformacién del
problema en uno equivalente que conserva la linealidad del problema original, si éste lo fuera. Para
ello, introducimos una variable auxiliar d que equivale al valor maximo de la funcién objetivo:

Us

d= Mal‘i:L_HJ, {wi
lo que equivale a minimizar d, introduciendo las restricciones adicionales

hi(ns, pi )
w e P) gy,
Us

y, de esa forma, nuestro problema programacion por metas minimax queda expresado como:

Min d

s.a xe X
(PMM")

fi(x)—l—ni—pi:ui (i:1,...,p)

w¢W§d (t=1,....p).

El ultimo de los enfoques mas usuales corresponde al orden lexicografico, cuyo nombre tiene su
origen en el orden seguido al buscar una palabra en un diccionario, de los antiguos, los de papel.

Programacion por metas lexicograficas

Sea el problema de programacién por metas:

Min h(hl(nl,pl)ahZ(nQap2)7“'ahp(npapp))

(PMetas) s.a xeX

f,-(x)—|—ni—pi:ui (Z:L,p)

La estructura de preferencias de la programacién por metas lexicogréaficas lleva asociada una
informacion adicional por parte del decisor: el establecimiento de niveles de prioridad, a los que
se incorporaran las metas, de tal forma que cada meta debe estar en un nivel de prioridad y sélo
en uno. Se entiende que el decisor considera infinitamente méas importante la satisfaccién de las
metas que estan en el primer nivel. Una vez satisfechas éstas, podemos pasar al segundo nivel y
asi sucesivamente. Por lo tanto, a partir de los niveles, la modelizacion se dirige a utilizar todos los
recursos disponibles, dados por nuestro conjunto de oportunidades, para ir cumpliendo las metas
de los distintos niveles, de acuerdo a la prioridad fijada.

Si concluido un nivel de prioridad, se alcanzan todas sus metas, se pasa al siguiente nivel de
prioridad, intentando cumplir las metas incluidas en el mismo, pero asegurandonos de mantener las
metas ya satisfechas. Dentro de cada nivel de prioridad, si existen varias metas, podemos utilizar
tanto la programacién por metas ponderadas o minimax, lo que sélo serd relevante en el momento
en que no se satisfagan las metas del nivel.

Denotaremos por Ng, s = 1,...,7, los r niveles de prioridad, y por is los objetivos cuyas metas
asociadas estdn incluidas en el nivel N,. De acuerdo con esta formulacién, Ng serd un conjunto de
indices correspondientes a las metas incluidas en el mismo, y el problema asociado al nivel s, sera:
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Min (hls (nisapis)y is S Ns)

s.a xe X
(PML,)

fi(x)—i-ni—pi:ui (i=1,...,p)

hit (nit7pit) = O Vt <s.

Recordemos que, dentro de cada nivel de prioridad, podremos resolver tanto por el enfoque
minimax como por el ponderado.

Una cuestiéon que puede plantearse en el momento de abordar un problema de programacién
por metas es cudl es el procedimiento adecuado, una vez explicitados por el decisor sus niveles
de aspiracion y su esquema de preferencias, si sus deseos no se pueden alcanzar. La respuesta es
sencilla, no es necesario saber si los deseos pueden ser alcanzados o no: simplemente formulamos
el problema acorde a su esquema de preferencia, ponderadas, minimax o lexicograficas, y a la
importancia relativa del cumplimiento de las metas (ponderaciones). Si la solucién es la nula, se
satisfacen sus deseos; si la solucién no es nula, no se pueden satisfacer sus deseos y la solucién
obtenida tiene en cuenta la estructura de preferencias del decisor.

Veamos estos tres enfoques sobre nuestro ejemplo, donde expresaremos unos niveles de aspira-
cién exigentes, que no se pueden alcanzar conjuntamente.

Ejemplo 5.7: Produccion de vehiculos, metas. Diversos enfoques

Resuelva el Ejemplo 5.1 por programacion por metas ponderadas, minimax y lexicogréficas,
suponiendo que nuestro decisor desea alcanzar, al menos, un beneficio de 160, y una
contaminacién no superior a 70, considerando que el cumplimiento de ambas metas tiene
la misma importancia.

Solucion

La formulacién del modelo de programacion por metas quedaria como sigue:

Min  h(ni,p2)
s.a 20x 4 +40xp < 2000
20x 4 + 40xp > 1000

18z 4 + 24z < 1440

TA,TB > 0

B(Z'A,CL'B) =2x4+3xp +n1 —p1 =160

C(za,zp) =24+ 22525 + ng — ps = 70.

Los diversos enfoques van dirigidos hacia cémo tratar la funcién a optimizar. Asi, el pro-
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blema de programaciéon por metas ponderadas, si consideramos igualmente importantes el
cumplimiento de ambas metas, seria:

Min

Ss.a

20x 4 +40xp < 2000
20x 4 + 40xp > 1000

1824 + 242 < 1440

za,2 20
B(xa,xp) =2x4 + 3z +n1 —p1 = 160

C(za,xp) =24+ 2,2525 + ng — pa = 70,

cuya solucién es (x4, xp) = (70,0), con valor de los objetivos (B, C) = (140, 70) y valores de
(n1,p2) = (20,0). Se cumple, por tanto la segunda meta, y no la primera, los beneficios, que
son de 140 millones en lugar de los 160 deseados. Si hubiéramos impuesto una preferencia
mayor hacia la meta de los beneficios, claramente la solucién seria distinta.

Si el esquema de preferencias lo formulamos bajo programaciéon por metas minimax, el

modelo seria:

Min d

s.a

20x 4 + 4025 < 2000
20x 4 +40xp > 1000

18z 4 + 242 < 1440

TA,ZB > 0

B(za,2p) =224 + 325 +n1 —p1 = 160

C(za,zg) =24+ 22525 + ng — ps =70

b2
70 §d7

cuya solucién es (z4,2p) = (70,2,456), con valor de los objetivos (B, C) = (147,37, 75,53)
y valores de (ny,p2) = (12,63, 5,53). En este caso, no se cumple ninguna de las dos metas.
El valor éptimo de d es d* = 0,0789, es decir, se produce un incumplimiento del 7,89 %. En
nuestro caso, dicho incumplimiento, en porcentaje, es igual en ambas metas, ya que ambas
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.. 10s . 2. 18 . 12
restricciones, las dos tltimas del modelo, son activas en el éptimo. Es decir, 03 _ 553 _

160 70

0,0789.

Si, por ultimo, el esquema de preferencias lo formulamos bajo la programacién por metas
lexicograficas, s6lo podriamos tener dos niveles de prioridad, pues sélo tenemos dos metas.
Supongamos que en el primer nivel incluimos la primera meta, la del beneficio, y en el
segundo nivel la meta de la contaminacién. Tendriamos que resolver, en principio, dos
modelos, comenzando por el del nivel de prioridad 1. Si en éste obtenemos la solucién nula,
pasamos al modelo del segundo nivel, imponiendo que el primer nivel se ha alcanzado. En
estos casos, donde s6lo hay una meta por nivel, no es necesario ni normalizar ni ponderar,
como es obvio. El modelo correspondiente al primer nivel seria:

Min ny
s.a 20z 4 + 40xp < 2000
20x 4 + 40xp > 1000

1824 + 2425 < 1440

B(xa,xp) =2x4 + 3z +n1 — p1 = 160,

cuya solucién es nq = 0. Pasamos, por tanto, al segundo nivel:
Min po
s.a 20x 4 + 40xp < 2000

20z 4 + 40xp > 1000

18z 4 + 24xp < 1440

TA,TB ZO
B(za,zp) =224+ 3xp +n1 —p1 = 160

C(za,zg) =24+ 22525 + no — ps = 70

TL1:O

cuya solucién final es (z4,2p) = (70, 6,667), con valor de los objetivos (B, C) = (160, 85)
y valores de (ni,p2) = (0,15). En este caso, la meta que se cumple es la del beneficio, lo
que es normal, pues la hemos puesto en el primer nivel de prioridad y al resolver el primer
modelo, sabiamos que se cumplia, pero no se cumple la meta de contaminacion, que queda
15 unidades por encima de su nivel de aspiracion.
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5.4. Un ejemplo de mayores dimensiones

Para terminar este capitulo, aplicaremos todos los conceptos aprendidos al Ejemplo 3.5 que
introdujimos en el capitulo 3, al que hemos anadido un nuevo objetivo. Sobre él, veremos cémo
podria ser el proceso completo de resoluciéon de un problema multiobjetivo.

Ejemplo 5.8: Cultivos tropicales. Dos objetivos

Un agricultor posee una finca de 100 hectareas, que desea dedicar al cultivo de aguacates y
mangos. Concretamente, decide cultivar las siguientes variedades:

= Aguacates, variedad Hass,
= Aguacates, variedad Bacon,
= Mangos, variedad Osteen,

= Mangos, variedad Keitt.

La siguiente tabla muestra, para cada variedad, la productividad de la tierra (en Kg. de
fruta obtenidos por hectédrea cultivada), el precio obtenido por el agricultor (en euros por
Kg.) y los costes de produccién (en euros por hectdrea). El agricultor no desea destinar més
de 550.000 € a costes de produccién. Ademas, dado que la demanda de aguacate es mayor
que la de mango, decide destinar al menos 65 ha. a esa fruta (incluyendo las dos variedades).
A fin de diversificar los cultivos para asumir menos riesgos, decide destinar a cada variedad
al menos 10 ha. y no mas de 40. Finalmente, no desea dejar terreno sin cultivar.

Variedad | Productividad Precio Costes
A - Hass 12.000 2,00 5.120
A - Bacon 11.000 2,25 5.230
M - Osteen 20.000 1,08 6.250
M - Keitt 25.000 1,00 6.500

Se calcula que la necesidad de agua de riego sera de 6.000 litros por hectarea cultivada de
aguacate y 5.700 litros por hectarea cultivada de mango. El agricultor desea determinar la
distribucién éptima de la finca entre las cuatro variedades, teniendo en cuenta todos los
requisitos previamente descritos. Para ello, considera dos objetivos. Por un lado, desea que
se maximice el ingreso total. Por otro lado, como el cultivo se desarrolla en una zona &rida
con escasez de agua de riego, desea minimizar su consumo.

1. Modelice matematicamente el problema multiobjetivo correspondiente.

2. Calcule la matriz de pagos del problema y determine los valores ideal y anti-ideal de
cada objetivo.

3. Calcule mas soluciones eficientes por los métodos de la ponderacion y la restriccion.
1, Qué conclusiones podemos extraer?

4. A la vista de los resultados anteriores, el decisor solicita formular un modelo de pro-
gramacién por metas donde los niveles de aspiracién son: que los ingresos alcancen,
al menos, de 2.400.000 € y que el consumo de agua no sobrepase los 591.600 litros.
Resuelva el problema por las variantes ponderada y minimax, suponiendo que ambas
metas tienen el mismo peso. Comente todos los elementos de la solucién obtenida.

Solucion
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1. A la formulacién del Ejemplo 3.5 que se desarrollé en el capitulo 3 de programacion
lineal s6lo hay que anadirle en este caso el objetivo del consumo de agua. Este consumo,
por hectéarea cultivada, es el mismo para las dos variedades de aguacate y para las dos
de mango. Asi, la funcién de consumo de agua es:

C(Hass, Bacon, Osteen, Keitt) = 6000H ass+6000Bacon +57000steen+5700K eitt.

Por lo tanto, el modelo multiobjetivo resultante es:

Max I(Hass, Bacon, Osteen, Keitt) = 24000H ass + 24750 Bacon+
216000steen + 25000 K eitt

Min C(Hass, Bacon, Osteen, Keitt) = 6000H ass + 6000 Bacon + 57000steen+
5700K eitt

s.a Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100
5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500K eitt < 550000
Hass + Bacon > 65
Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10

Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40.

2. La solucién 6ptima para la funcién de los ingresos ya se obtuvo en el capitulo 3, resul-
tando que para maximizarlos, la distribucién 6ptima de la tierra cultivable consiste
en dedicar 33,84 ha al cultivo de aguacate Hass, 40 ha al cultivo de aguacate Bacon,
10 ha al cultivo de mango Osteen y 16,16 ha al cultivo de mango Keitt. Con ello, el
ingreso 6ptimo obtenido anualmente es de 2.422.159 €. Basta anadir que, para esta
solucién, el consumo de agua se eleva a 592.152 litros.

Para completar la construccién de la matriz de pagos, debemos resolver el problema
de minimizar el consumo de agua. Siguiendo la modelizacién en Lingo utilizada en el
Ejemplo 3.5 del capitulo 3, el enunciado de este problema seria el siguiente:
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Lingo: Matriz de Pagos

Min = Agua;

[Ingreso] Ing = 24000*Hass+24750*Bacon+21600%0steen+25000%Keitt;
[Consumo_Agua] Agua = 6000*Hass+6000*Bacon+5700*%0steen+5700*Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*0steen+6500%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_ min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod_min_keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod_max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max_keitt] Keitt <= 40;

Noétese que se han aniadido las dos funciones objetivo como restricciones instrumentales
y se ha asignado su valor a sendas variables auxiliares (Ing y Agua). De esta forma,
facilitamos su utilizacién en formulaciones posteriores y ademés obtenemos el valor
de las dos funciones directamente tras cada resolucién.

La resolucion de este modelo nos informa de que, para minimizar el consumo de agua,
la distribucién 6ptima de la tierra cultivable consiste en dedicar 40 ha al cultivo de
aguacate Hass, 31,67 ha al cultivo de aguacate Bacon, 18,33 ha al cultivo de mango
Osteen y 10 ha al cultivo de mango Keitt. Con ello, el consumo de agua éptimo
obtenido anualmente es de 591.500 litros. Por otro lado, el ingreso en este caso baja
a 2.389.750 €.

Asi pues, la matriz de pagos del problema es:

Funcién Variedad Valor

Optimizada | Hass Bacon Osteen Keitt | Ingreso Agua

Ingreso 33,84 40,00 10,00 16,16 | 2.422.159 592.152

Agua 40,00 31,67 18,33 10,00 | 2.389.750 591.500

Tabla 5.1: Matriz de pagos del problema.

Por lo tanto, podemos deducir que, en el conjunto eficiente, el ingreso se va a mover
en el rango de valores [2.389.750, 2.422.159], mientras que el consumo de agua lo hard
en el rango [591.500, 592.152].

. Como se ha visto, los dos 6ptimos obtenidos al confeccionar la matriz de pagos son
vértices eficientes del problema. Con el método de las ponderaciones, vamos a inten-
tar detectar otros posibles vértices eficientes. Para ello, para cada peso 0 < A < 1,
construimos el problema ponderado:
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Mazx N% (24000H ass + 24750Bacon + 216000steen + 25000K eitt)—
—152(6000Hass + 6000 Bacon + 57000steen + 5700K eitt)

s.a Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100
5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500 K eitt < 550000
Hass + Bacon > 65
Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10

Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40,

donde hemos cambiado el signo de la funcién de consumo de agua, para pasarla a
maximizar, y utilizamos los coeficientes de normalizacién N; y Ny para evitar efectos
de sesgo. Para estos coeficientes de normalizacién, vamos a utilizar los rangos definidos
por la diferencia entre el ideal (mejor valor posible en el conjunto eficiente) y el anti-
ideal (peor valor posible en el conjunto eficiente). De esta manera, el modelo de Lingo
para, por ejemplo, A = 0,1 es:

Lingo: Ponderacién

Max = (Lambda/32409)*Ing-((1-Lambda)/652)*Agua;

Lambda = 0.1;

[Ingreso] Ing = 24000*Hass+24750*Bacon+21600*0steen+25000*%Keitt;
[Consumo_Agua] Agua = 6000*Hass+6000*Bacon+5700*0steen+5700*Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*%0steen+6500%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod min keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod_max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max_keitt] Keitt <= 40;

Tal como se ha construido el modelo, basta cambiar el valor asignado al parametro
Lambda en la segunda linea para ir obteniendo distintos problemas de ponderacién.
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Peso Ing | Peso Agua | Hass | Bacon | Osteen | Keitt | Ingreso Agua
0,1 0,9 40,00 | 31,67 | 18,33 | 10,00 | 2.389.750 | 591.500
0,2 0,8 40,00 | 31,67 | 18,33 | 10,00 | 2.389.750 | 591.500
0,3 0,7 40,00 | 31,67 | 18,33 | 10,00 | 2.389.750 | 591.500
0,4 0,6 40,00 | 31,67 | 18,33 | 10,00 | 2.389.750 | 591.500
0,5 0,5 40,00 | 33,31 10,00 | 16,69 | 2.417.673 | 591.992
0,6 0,4 40,00 | 33,31 10,00 | 16,69 | 2.417.673 | 591.992
0,7 0,3 33,84 | 40,00 | 10,00 | 16,16 | 2.422.159 | 592.152
0,8 0,2 33,84 | 40,00 | 10,00 | 16,16 | 2.422.159 | 592.152
0,9 0,1 33,84 | 40,00 | 10,00 | 16,16 | 2.422.159 | 592.152

Si tomamos valores entre 0 y 1, con un salto de 0,1, obtenemos los resultados que se
muestran en la Tabla 5.2. Como podemos observar, ademds de los ya obtenidos, ha
aparecido un nuevo vértice eficiente, en el que se dedican 40 ha al cultivo de aguacate
Hass, 33,31 ha al cultivo de aguacate Bacon, 10 ha al cultivo de mango Osteen y 16,69
ha al cultivo de mango Keitt, obteniendo unos ingresos de 2.417.673 € y un consumo

Tabla 5.2: Soluciones por el método de la ponderacién.

de agua de 591.992 litros.

Para encontrar soluciones eficientes que no sean vértices del conjunto de oportuni-
dades, pasamos al método de la restriccién. Si optimizamos la funcién de ingresos y
establecemos una cota k € [591.500, 592.152] sobre el consumo de agua, el problema

de restriccion es el siguiente:

Max 24000Hass + 24750Bacon + 216000steen + 25000 K eitt

s.a Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100

5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500K eitt < 550000

Hass + Bacon > 65

Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10

Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40

6000H ass + 6000Bacon + 57000steen + 5700 K eitt < k.

El correspondiente modelo de Lingo, por ejemplo, para k = 591.826 seria:
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Lingo: Restriccién

Max = Ing;

k = 591.826;

[Ingreso] Ing = 24000*Hass+24750*Bacon+21600%0steen+25000%Keitt;
[Consumo_Agual Agua = 6000*Hass+6000*Bacon+5700*0steen+5700%Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+0Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*%0steen+6500%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod_min_keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod_max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max_keitt] Keitt <= 40;

[Cotal Agua <= k;

Haciendo variar k, obtendremos una serie de puntos eficientes. Por ejemplo, recorrien-
do el rango entre el ideal y el anti-ideal del consumo de agua, con un salto de 65,20,
obtenemos los resultados que aparecen en la Tabla 5.3. Como puede observarse, hay
dos zonas diferenciadas con distintos trade-offs entre los criterios. En la primera zona,
por cada litro adicional de consumo de agua, se consigue un ingreso adicional de 56,73
€. En la segunda zona, cada litro adicional de agua sélo incrementa el ingreso en 28,10
€. Este comportamiento de las funciones objetivo en el conjunto eficiente se puede
ver graficamente en la Figura 5.12.
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Cc< Ingreso Agua Hass | Bacon | Osteen | Keitt
591.500,00 | 2.389.750 | 591.500,00 | 40,00 | 31,67 18,33 | 10,00
591.565,20 | 2.393.449 | 591.565,20 | 40,00 | 31,88 17,23 | 10,89
591.630,40 | 2.397.149 | 591.630,40 | 40,00 | 32,10 16,13 11,77
591.695,60 | 2.400.848 | 591.695,60 | 40,00 | 32,32 15,02 | 12,66
591.760,80 | 2.404.548 | 591.760,80 | 40,00 | 32,54 | 13,92 | 13,55
591.826,00 | 2.408.247 | 591.826,00 | 40,00 | 32,75 12,81 | 14,43
591.891,20 | 2.411.947 | 591.891,20 | 40,00 | 32,97 11,71 15,32
591.956,40 | 2.415.646 | 591.956,40 | 40,00 | 33,19 10,60 16,21
592.021,60 | 2.418.499 | 592.021,60 | 38,87 | 34,54 10,00 | 16,59
592.086,80 | 2.420.327 | 592.086,80 | 36,36 | 37,27 10,00 | 16,38
592.152,00 | 2.422.159 | 592.152,00 | 33,84 | 40,00 10,00 16,16

Tabla 5.3: Soluciones por el método de la restriccién.
Ingresos vs Consumo de Agua
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Figura 5.12: Evolucién de los ingresos a medida que aumenta el consumo de agua

También se puede observar en la Tabla 5.3 cémo se comportan las variables de decisién
en el conjunto eficiente. Asi, en la primera zona, se mantienen las 40 ha destinadas al
cultivo de aguacate Hass, mientras que las ha dedicadas al mango Osteen van bajando
a medida que aumenta el consumo de agua. Estas hectareas se dedican principalmente
a aumentar la superficie cultivada de mango Keitt y a aumentar (mds levemente) la
dedicada al aguacate Bacon. En la segunza zona, comienza a decrecer la superficie
destinada a aguacate Haas, y, mds levemente, la destinada a mango Keitt. A cambio,

Consumo de Agua
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va creciendo la superficie destinada a aguacate Bacon. Este comportamiento se puede
observar graficamente en la Figura 5.13.

Variables

Valores
N
o
o
o

Consumo de Agua

e=@==Hass «=@==Bacon Osteen Keitt

Figura 5.13: Evolucién las superficies cultivadas al aumentar el consumo de agua

Toda esta informacién es valiosa para el decisor, ya que le permite aprender sobre la
estructura del conjunto eficiente y sobre las tasas de intercambio entre los criterios en
cada zona. Con este conocimiento, le resultard mas facil proporcionar la informacién
preferencial que se requiere en la siguiente etapa.

. Planteemos seguidamente los modelos de programacién por metas. Para ello, el decisor
propone las siguientes metas:

= Que los ingresos sean, al menos, de 2.400.000 €.

= Que el consumo de agua no sobrepase los 591.600 litros.

Si ambas metas tienen el mismo peso, el correspondiente problema de programacién
por metas ponderadas toma la siguiente forma:

Min  5z55005™ + so1600P2
s.a  Hass + Bacon + Osteen + Keitt = 100
5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500K eitt < 550000
Hass + Bacon > 65
Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10
Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40
24000H ass + 24750Bacon + 216000steen + 25000K eitt + ny — p; = 2400000

6000H ass + 6000Bacon + 57000steen + 5700 K eitt + no — po = 591600.

El correspondiente modelo de Lingo, es el siguiente:
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Lingo: Programacién por metas ponderadas

Min = n1/AspIng+p2/AspAgu;

AspIng = 2400000;

AspAgu = 591600;

[Ingreso] Ing = 24000%Hass+24750*Bacon+21600*%0steen+25000*%Keitt;
[Consumo_Agual] Agua = 6000*Hass+6000*Bacon+5700*%0steen+5700*Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*0steen+6500%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_ min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod_min_keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max _keitt] Keitt <= 40;

[Meta-1] Ing+nl-pl = AspIng;

[Meta_2] Agua+n2-p2 = AspAgu;

donde, como se ve, hemos parametrizado los niveles de aspiracién para poderlos cam-
biar facilmente. La resolucién produce los siguientes valores 6ptimos de las variables
del problema:

Lingo: Solucién: Programacién por metas ponderadas

Solucién 6ptima global encontrada
Valor de la funcién objetivo: 0.1363228E-03

Variable Valor Variable Valor

HASS 40,00000 AGUA 591.680,6

BACON 32,26883 N1 0,000000
OSTEEN 15,27435 P2 80,64857
KEITT 12,45682 P1 0,000000

ING 2.400.000 N2 0,000000

Como puede observarse, la funcién objetivo toma un valor éptimo mayor que 0, por
lo que podemos asegurar que no hay soluciones factibles que satisfagan las dos metas
a la vez. En la solucién encontrada, se satisface la meta del ingreso (n; = 0), que
vale exactamente los 2.400.000 € de su nivel de aspiracién (por eso, p; = 0). Por otra
parte, la meta del consumo de agua no se satisface, y se queda ps = 80, 65 litros por
encima de su nivel de aspiracién, por lo que el consumo de agua es de 591.680,65
litros.

Si nos parece que no es aceptable que, con los mismos pesos, se satisfaga una meta
s y la otra no, podemos probar con la formulacién minimax, que, como hemos visto,
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tiende a repartir los incumplimientos. Por tanto, con las mismas metas, el modelo a
resolver serfa:

Min d
s.a  Hass+ Bacon + Osteen + Keitt = 100
5120H ass + 5230Bacon + 62500steen + 6500 K eitt < 550000
Hass + Bacon > 65
Hass, Bacon, Osteen, Keitt > 10
Hass, Bacon, Osteen, Keitt < 40
24000H ass + 24750 Bacon + 216000steen + 25000K eitt + ny — p; = 2400000
6000H ass + 6000Bacon + 57000steen + 5700K eitt + no — po = 591600

1
510000071 = d

1
59160002 < d-

El correspondiente modelo de Lingo, es ahora el siguiente:

Lingo: Programacién por metas minimax

Min = d;
AspIng = 2400000;
AspAgu = 591600;

[Ingreso] Ing = 24000*Hass+24750*Bacon+21600*0steen+25000*%Keitt;
[Consumo_Agua] Agua = 6000*Hass+6000*Bacon+5700*0steen+5700*Keitt;
[Hectareas] Hass+Bacon+Osteen+Keitt = 100;

[Costes_prod] Coste = 5120*Hass+5230*Bacon+6250*%0steen+6500%Keitt;
[Coste_max] Coste <= 550000;

[Prod_aguacate] Hass+Bacon >= 65;

[Prod_.min_hass] Hass >= 10;

[Prod_min_bacon] Bacon >= 10;

[Prod_ min_osteen] Osteen >= 10;

[Prod min keitt] Keitt >= 10;

[Prod_max_hass] Hass <= 40;

[Prod_max_bacon] Bacon <= 40;

[Prod_max_osteen] Osteen <= 40;

[Prod_max_keitt] Keitt <= 40;

[Meta_1] Ing+nl-pl = AspIng;

[Meta_2] Agua+n2-p2 = AspAgu;

[Inst1] n1/AspIng <= d;

[Inst2] p2/AspAgu <= d;

Resolviéndolo, nos encontramos con la siguiente solucién (sélo hemos reflejado los
datos mds relevantes para el analisis):
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Lingo: Solucién: Programacién por metas ponderadas

Solucién 6ptima global encontrada
Valor de la funcién objetivo: 0.1272264E-03

Variable Valor Variable Valor

HASS 40,00000 AGUA 591.675,3

BACON 32,25089 N1 305,3433
OSTEEN 15,36548 P2 75,26713
KEITT 12,38363 P1 0,000000
ING 2.399.695 N2 0,000000
Fila Holgura Fila Holgura
HECTAREAS 0,000000 PROD_MINKEITT 2,383633
COSTE_MAX 0,000000  PROD_MAX_HASS 0,000000

PROD_AGUACATE 7,250890 PROD_MAX_BACON 7,749110
PROD_MIN_HASS 30,00000 PROD_MAX_OSTEEN 24,63452
PROD_MIN_BACON 22,25089 PROD_MAX KEITT 27,61637

PROD_MIN_OSTEEN 5,365477

Como podemos observar, ahora no se safisface ninguna de las dos metas, pero se han
equilibrado los incumplimientos. Los ingresos quedan n; = 305,34 € por debajo de
su nivel de aspiracién, por lo que son de 239.965 €. Por su parte, el consumo de
agua queda py = 75,27 litros por encima de su valor de aspiracién, valiendo 591.675,3
litros. En ambos casos, la desviacién porcentual con respecto al nivel de aspiracién
viene dada por el valor éptimo de d: 0,13 %. Estos valores se consiguen dedicando 40
ha al cultivo de aguacate Hass, 32,25 ha al cultivo de aguacate Bacon, 15,37 ha al
cultivo de mango Osteen y 12,38 ha al cultivo de mango Keitt. Ademas, podemos
ver que se cultivan exactamente las 100 ha disponibles, como es légico dado que la
restriccién es igualdad, y que los costes de produccién estdn exactamente en su cota
superior (550.000 €). El resto de variables del holgura nos indican la posicién de la
superficie cultivada de cada variedad con respecto a sus cotas inferiores y superiores.

Como se ha mencionado al principio de esta seccién, la programacién por metas fue disenada
para la obtencién de soluciones satisfactorias, esto es, soluciones que cumplan con los deseos o
preferencias (metas) del decisor. Sin embargo, tal y como se ha podido apreciar en los ejemplos
desarrollados previamente, puede ocurrir, y de hecho es lo mas habitual, que no existan soluciones
factibles que satisfagan todas las metas planteadas. En tal caso, la solucién obtenida es la que se
encuentra mas cerca de alcanzar los niveles de aspiracién. Tal solucién dependerd, 16gicamente,
del enfoque utilizado dentro de la programacién por metas (ponderacién, minimax o lexicogréfico),
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puesto que cada uno conlleva una medida de la distancia entre la solucién y los niveles de aspi-
racién recogida en la funcidon de logro. Si se diese el caso que existieran soluciones factibles que
satisfacieran todas las metas, lo habitual es reformular el problema con unos niveles de aspiracién
mas exigentes, o bien buscar soluciones eficientes dentro del conjunto “satisfactorio”, para lo cual
existen técnicas que se denominan de restauracién de eficiencia. Esto dltimo esta intrinsecamente
relacionado con la programaciéon multimetas (Zeleny, 1982), que consiste en la combinacién de la
filosofia de programacién por metas y de la programacién multiobjetivo, donde se busca alcanzar
las metas planteadas (filosoffa satisfaciente) bajo la consideracién de las funciones de logro como
objetivos simultdneos a minimizar (filosofia optimizadora), tratando de buscar soluciones en las
que no sea posible mejorar el logro de una meta sin empeorar el de otra.
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Apéndice A

Convexidad de conjuntos.
Convexidad y concavidad de
funciones

En este apartado vamos a introducir los conceptos fundamentales de conjuntos y funciones
convexas, incluyendo la caracterizacion de las funciones concavas y convexas diferenciables, asi como
algunas de las propiedades més interesantes, fundamentales, entre otras cosas, para determinar
condiciones de optimalidad en nuestros problemas.

Los conceptos relativos a conjuntos convexos vienen ligados a propiedades deseables sobre el
conjunto de oportunidades, que nos permiten realizar una busqueda mas facil de la solucién éptima,
o bien, asegurar ciertas fortalezas de la solucién encontrada. Por ello, vamos a introducir, en el
primer subapartado, la definicién y propiedades de los conjuntos convexos. El segundo subapartado
lo dedicaremos a la definiciéon y propiedades de las funciones céncavas y convexas.

A.0.1. Conjunto convexo

Antes de definir formalmente los conjuntos convexos, veamos una idea grafica de lo que los
caracteriza. Podemos decir que un conjunto es convexo, si escogidos cualesquiera dos puntos del
conjunto, el segmento que los une esta, todo él, incluido en el conjunto. Y remarcamos que esa
condicién debe cumplirse para todo par de puntos del conjunto. Es decir, no es valido que se cumpla
para algunos y no se cumpla para otros. Si eso fuera asi, dirfamos que el conjunto es no convexo.

A continuacion, se presentan ejemplos de conjuntos convexos y conjuntos no convexos.
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Figura A.1: Ejemplos de conjuntos convexos.

Figura A.2: Ejemplos de conjuntos no convexos.

Una vez que tenemos una idea grafica e intuitiva de cudndo un conjunto es convexo y cuando
no lo es, vamos a definir un conjunto convexo de una manera formal. Para ello, debemos recordar
el concepto de recta y segmento en R”.

Definicién A.1: Recta y segmento

Dados dos puntos, x! y x? de R", la ecuacién de la recta () que pasa por dichos puntos se
define como el conjunto de puntos x € R™ que satisfacen:

r:x=x"+Ax*-x" con) € R

En particular, se define el segmento que une los puntos x' y x2 de R™ como el conjunto de
puntos x € R™ que satisfacen:

rex=x"+Ax*-x') con) € [0,1] (A1)

Una vez recordados estos preliminares, pasamos a dar el concepto de conjunto convexo:
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Definiciéon A.2: Conjunto convexo

Un conjunto K C R™ es un conjunto convexo, si dados dos puntos cualesquiera de K, el
segmento cerrado que los une estd completamente contenido en K. Es decir, K C R", es
convexo si para todos x!,x?> € K y A € [0,1] C R, se verifica que:

(1-XN)x' +Xx? € K.

Veamos, a continuaciéon algunos ejemplos de conjuntos convexos de gran importancia:

Definiciéon A.3: Semiespacio

Sean ¢ € R", ¢ # 0, y @ € R. Al conjunto A = {x = (21, %2,....,7,) € R" / c'x < a} se le
denomina semiespacio abierto en R™ y al conjunto C' = {x € R" / ¢'x < a} semiespacio
cerrado en R"™.

Ejemplo A.1: Semiespacio

Dado el siguiente conjunto cerrado, C = {x = (z1,22) € R? / 21 + 22 < 4}. Dibuja dicho
conjunto y analiza, graficamente, si es 0 no convexo.

Solucién: En R?, la grafica del semiespacio cerrado definido queda como sigue:

B

=

Figura A.3: Ejemplo semiespacio cerrado.

donde la parte sombreada es dicho semiespacio. Para comprobarlo, elijamos un punto per-
teneciente al mismo, por ejemplo el (0,0). Obsérvese que dicho punto verifica:

1+ 20 <4, pues0+ 0 < 4.
Luego el semiespacio es realmente el antes senalado.

En este ejemplo, los puntos de la recta x; + x2 = 4 pertenecen al semiespacio; sin embargo,
si el conjunto definido hubiese sido:

{z = (z1,22) €R? /1 + x5 < 4},
dicha recta no perteneceria al mismo.

Por otro lado, para estudiar graficamente su convexidad (ver Figura A.4) se toman dos
puntos cualesquiera del semiespacio, en este caso: x! y z2 € C, y se observa cémo el
segmento que los une estd completamente contenido en el conjunto.
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Figura A.4: Convexidad del semiespacio cerrado.

Teorema A.1: Todo semiespacio es un conjunto convexo

Todo semiespacio de R™ es un conjunto convexo.
Demostracion

Para ver que un conjunto es convexo, deberemos probar que, si escogemos dos puntos
cualesquiera del conjunto, el segmento que los une esta totalmente incluido en el conjunto.
Escojamos dos puntos cualesquiera, y denotémoslos por x!' v x2. Como estos puntos perte-
necen al conjunto, es decir, al semiespacio, deberan cumplir la condicién de pertenencia al
mismo, es decir, c¢'x! < a y ¢!x? < a. Probemos ahora que cualquier punto del segmento
que une a x' y x2 estd en el conjunto, el semiespacio.

Cualquier punto del segmento que une a x' y x? es de la forma x = (1 — \)x! + \x? y
pertenecerd al semiespacio si el resultado de multiplicar escalarmente ¢! por x es menor o
igual que «, es decir:

c((1—Mx' 4+ 2x?) < a.

Para demostrar dicha desigualdad, comenzamos por el lado izquierdo, y apoyandonos en las
hipétesis, intentamos llegar al lado derecho de la desigualdad:

(1= N)x! 4+ 2x?) = cf(1 = N)x! + 'ax? = (1 — Vefx! + Aefx? <
<(1=XNa+ra=a.

Y por tanto, queda demostrado el teorema.

Definicion A.4: Hiperplano

Sean ¢ € R", ¢ # 0, y a € R. Al conjunto {x € R" / ¢!x = a} se le denomina hiperplano
en R”.

En R? a un hiperplano se le denomina recta y tiene, segtin la definicién dada, la forma:
c1T1 + CaZy =
mientras que el hiperplano en R3 sera:
C1T1 + CoT9 + C3T3 = «,

y se le denomina plano.
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Teorema A.2: Todo hiperplano es un conjunto convexo

Todo hiperplano de R™ es un conjunto convexo.

Vemos a continuacién un teorema que nos permite construir conjuntos convexos, a partir de
otros conjuntos también convexos, y a la vez nos permite asegurar que determinados conjuntos de
R™ son convexos.

Teorema A.3: Interseccion de Conjuntos Convexos

La interseccion, finita o infinita, de conjuntos convexos es un conjunto convexo.
Demostracion

Sea K la interseccion de los conjuntos convexos Kj;:
K= ﬂ K;.
il

1 2

Sean x!, x? puntos de K. Como K la interseccién de los conjuntos Kj;, los puntos x', x
pertenecen a todos y cada uno de los conjuntos K;, y al ser cada K; convexo, tenemos:

(1 - N)x' + \x? € K;, paracadaic I.

Por tanto,
(1-Mx'+x* € K,

y en consecuencia K es convexo.

Figura A.5: Interseccién de conjuntos convexos

Una vez presentadas las definiciones y algunas propiedades de los conjuntos convexos, hemos
podido comprobar que existen una serie de procedimientos que nos permiten determinar si deter-
minadas operaciones con ellos producen conjuntos convexos. No obstante, necesitariamos conocer
si los conjuntos de partida son convexos o no, y eso puede ser algo mas complicado en situaciones
simples. Por ejemplo:

C = {P = (z1,72) € R?/a] + 23 < 4},
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sabemos que es un conjunto convexo a través de su representacién grafica, pero la demostracién
analitica es algo mas compleja y se deja como ejercicio. En consecuencia, si para ese caso sencillo
el tema no es facil, qué ocurriria en otros. Es por ello por lo que serd necesario obtener algunas
propiedades que faciliten esa labor. Esas propiedades se obtendrdn a través de propiedades de las
funciones concavas y convexas que veremos en el proximo epigrafe.

A.0.2. Funciones concavas y convexas

En este subapartado desarrollaremos los conceptos de funciones céncavas y funciones convexas,
que tendréd especial importancia, pues son propiedades deseables de las funciones objetivo del
problema de optimizacién, ademads de facilitarnos la comprobacion de si un determinado conjunto,
definido por desigualdades, es convexo.

En lo que sigue, daremos dos definiciones de funcién convexa (las de funcién céncava se ob-
tendran ficilmente a partir de las anteriores), que demostraremos que son equivalentes. En ambos
casos nos basaremos en ideas geométricas intuitivas en el caso de funciones de una variable, para
poder extender formalmente esos conceptos.

Definicion A.5: Funcién convexa de manera analitica

Si D es un subconjunto convexo de R™ y f una funcién escalar definida sobre D, diremos
vex i i 1 2 veri :
ue f es convexa en D si para cualquier par de puntos X; y Xg, se verifica

FOx;+ (1= Nx2) < Af(x1) + (1 — A)f(x2), para cualquier 0< X< 1.

La idea gréfica que nos aporta esta definiciéon es que, dados dos puntos de D, x; y Xo, el
segmento que une a los puntos (x1, f(x1)) y (X2, f(x2)) estard siempre por encima de la grafica de
la funcién, como se puede observar en la Figura A.6.
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)2, Af (1) + (1 — A) f(22))
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Figura A.6: Idea gréafica de funcién convexa

La desigualdad de la definiciéon puede satisfacerse en sentido estricto, en cuyo caso diremos
que f es estrictamente convexa; o bien, en sentido amplio, denomindndose en este caso a f como
funcién convexa.

A veces, s6lo podremos comprobar la propiedad de funcién convexa para determinados puntos
o proximidades de un determinado punto, y no para el conjunto D completo. Por ello, damos la
siguiente definicién:

Definicién A.6: Funcion convexa en el entorno de un punto

Si D es un subconjunto convexo de R™ y f una funcién escalar definida sobre D, diremos
que f es convexa en xg € D si, y sblo si, existe un entorno de xg, E(xq), tal que, para
cualquier x € F(xg), se verifique:

F(Axo 4+ (1 = M)x) < Af(x0) + (1 = N)f(x), para cualquier 0< X <1.

El siguiente teorema demuestra la equivalencia entre las dos definiciones dadas de funcién
convexa definida sobre un conjunto convexo.

Definicion A.7: Funcién concava

Dada una funcién f definida sobre D C R"™, diremos que es céncava en xg € D, si la funcién
(—f) es convexa en dicho punto.
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Andlogamente, si (—f) es convexa sobre todo D, diremos que f es céncava sobre D.

A partir de estas definiciones, como puede observar el lector, hemos trasladado el problema
del estudio de funciones céncavas al de funciones convexas; no obstante, se puede seguir un ca-
mino andlogo al realizado anteriormente para las funciones convexas. De hecho, podemos dar una
caracterizacion de funcién céncava.

Teorema A.4: Funcion céncava en un conjunto

Una funcion f es céncava sobre un conjunto convexo D si, y solamente si:
fOx1 4+ (1 = X)x2) =2 Af(x1) + (1= A) f(x2),

para cualesquiera x1, X2 € D.

Demostracién

Sea f una funcién céncava sobre D; entonces (— f) es convexa sobre D. Entonces si x1 y X3
pertenecen a D, por ser (—f) convexa:

(=) (Ax1 4+ (1 = A)xz) < A(=f)(x1) + (1 = A)(=f)(x2),
lo que implica, por definicién de funcién opuesta, que

FOx1 4+ (1= N)x2) > Af(x1) + (1 = A) f(x2).

Laidea gréfica de esta definicién, andlogamente al caso de funciones convexas, es que el segmento
entre dos puntos de la gréfica de la funcién esta por debajo de los puntos intermedios de la grafica
correspondiente. Un ejemplo grifico se puede ver en la Figura A.7.

f(x

Figura A.7: Idea gréafica de funcién concava.

Un nuevo ejemplo grafico de funcién con tramos convexos y céncavos es el siguiente:
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Figura A.8: Funcién con tramos convexos y concavos.

Entre z1 y x2, vemos que la funcién es concava, mientras que entre x3 y x4 es convexa. El punto
donde cambiaria de céncava a convexa es el ya conocido como punto de inflexiéon para funciones de
una variable. El primer teorema caracteriza las funciones de clase uno convexas, pudiendo el lector
expresar y demostrar un teorema similar para funciones céncavas. La idea grafica que se plasma en
este teorema es que, dada una funcién convexa y escogido cualquier punto del campo de definicién
de la funcién, la recta tangente a la gréfica de la funcién en ese punto siempre se encuentra por
debajo de la grafica, como puede verse en la siguiente figura:
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Figura A.9: Funcién convexa de clase 1.

donde se observa cémo la recta tangente al punto (zg, f(zo)) queda bajo de la curva, en formu-
laciéon matemadtica se traduce como:

f(@o) + f'(zo0)(x — 20) < f(2)

Teorema A.5: Teorema de funcién de clase uno convexa

Sea D un conjunto convexo. Una funcién de clase uno f definida sobre D C R™ es convexa
si, y solamente si:

(x1 — x2)'V f(x2) < f(x1) — f(x2),

para cualesquiera x;,x2 € D.
Demostraciéon
- Condicién necesaria:

Si f es convexa, por definicién tenemos:
FOXx1 4+ (1=XNx2) < Af(x1) + (1= A)f(x2) con 0< A<,

pero como:
)\Xl + (1 - )\)Xg = X9 + A(Xl - )(2)7

obtenemos que:
Flxz + A(x1 — x2)) < Af(x1) + (1= Nf(xa) con A0,
Operando llegamos a:

f(x2 + A(x1 — %2)) — f(*2)
A
Tomando limites cuando hacemos tender hacia 0, y aplicando Taylor, llegamos a:

i £ (k2) +AGa — x2)'V f(x2) + N (x1 — x2)" H f (&) (%1 — X2) — f(x2)
A—0 A

< f(x1) — f(x2).

< f(x1) = f(x2),
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siendo £ un valor entre x; y Xs.

De ahi, concluimos por tltimo que:

(x1 — x2) 'V f(x2) < f(x1) — f(x2).

- Condicién suficiente:

Supongamos que ahora se verifica:

(x1 — x2) 'V f(x2) < f(x1) — f(x2),

y tendremos que demostrar que f es convexa en D.
Elijamos dos puntos de D, x; y X2, aplicando la desigualdad de partida a los puntos:

x1 Yy Ax1+ (1 — A)xo,
y posteriormente a los puntos:

xa Yy Axp+ (1 —N)xa,
obtenemos respectivamente:

(X1 —Ax7 — (1 = /\)Xg)tVf(Axl + (1 = )\)Xg)
(X2 - )\Xl — (]. - /\)XQ)tVf(Axl + (]. - )\)Xg)

(x1) — f(Ax1 + (1 — N)x2),
(x2) — fF(Ax1 + (1 — N)x2).

[VARVAN

f
f
Operando llegamos a:

(1= N1 = x2)'VFOx 4 (1 = N)x2) < f(x1) = f(Ax1 — (1 = A)x),
)\(XQ - xl)tVf()\xl + (1 — )\)Xg) S f(XQ) — f()\Xl — (1 — )\)Xg).

Multiplicando la primera desigualdad por A y la segunda por (1 — A\) y sumando:
0 < ALf(x1) = f(Axa + (1 = N)x2)] + (1 = A)[f(x2) = f(Ax1 + (1 = A)x2)].

Es decir:
FOx1 4+ (1= N)x2) < f(x1) + (1 = A) f(x2).

Para funciones céncavas podemos enunciar el teorema equivalente, cuya demostracién se deja
para el lector.

Teorema A.6: Teorema de funcién de clase uno concava

Sea D un conjunto convexo. Una funcion de clase uno, f, definida sobre D C R™ es concava
si, y solamente si:

(x1 —%2)" 7 f(x2) > f(x1) — f(x2),

para cualesquiera x1,x2 € D.

A partir de estos teoremas, hemos podido ver que ambas definiciones son equivalentes siempre
que la funcién sea de clase uno. No obstante, es dificil, con esas caracterizaciones, comprobar si
una funcién es convexa o no, o si es céncava o no. De todas formas, son validas para ciertas
demostraciones y sobre todo, como base para las siguientes caracterizaciones, donde si seran muy
ttiles. Veamos ahora una caracterizacién de las funciones convexas de clase dos, mediante la matriz
hessiana.
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Teorema A.7: Teorema de funcién de clase dos convexa

Sea f una funcién de clase 2 en un conjunto abierto y convexo D. Entonces f es conve-
xa en D si, y sélo si, la hessiana de f es una matriz al menos semidefinida positiva en todo D.

Demostracién
- Condicién necesaria:

Hemos de probar que si f es convexa entonces la matriz hessiana estd asociada con una
forma cuadrética semidefinida (definida) positiva. Al ser D abierto, existird un ndmero real
a tal que si X7 y Xo pertenecen a D, entonces x; + axs pertenece a D para valores de «
suficientemente pequenos, y por ser f convexa, podemos aplicar el teorema anterior a los
puntos X; + aXa y Xi:

f(x1 4 ax2) — f(x1) < (x1 + ax2 — x1)"'V f(x1),

es decir:
f(x1 4 axz) — f(x1) — ax5V f(x1) > 0,

y por ser f dos veces diferenciable, al aplicar el teorema de Taylor obtenemos:

a’x, H f(§)%2

f(x1+axg) = f(x1) + axtV f(x1) + 5 :

donde ¢ € E(x1).

Sustituyendo en la expresion anterior queda:
a?xb H f(€)xo
—_ 2 )

y concluimos que:
xo H f(€)x2 > 0,

es decir, la matriz hessiana es, al menos, semidefinida positiva en D.
- Condicién suficiente:

Reciprocamente, recorriendo el camino seguido para la anterior demostracion, obtendriamos
que si H f es al menos semidefinida positiva sobre D, entonces f es convexa. Si la desigualdad
fuese estricta, es decir, la matriz H f fuese definida positiva en todo D, la funcién seria
estrictamente convexa.

A partir del teorema anterior, se pueden obtener una serie de resultados utiles. Dada una funcién
f:DCR" >R,

1. Sila funcién f es lineal, entonces su matriz hessiana asociada es la matriz nula siempre, por
lo que f se considera, por convenio, cdncava y convexa.

2. Si f no es lineal, es preciso determinar la hessiana de f, (Hf) y clasificarla. En este caso, se
distinguen dos escenarios:

Si la matriz hessiana es numérica:
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Signo de H f jcomo es f7
Definida positiva (D) estrictamente convexa en D
Definida negativa (D) estrictamente céncava en D
Indefinida (I) no es ni céncava ni convexa en D
Semidefinida positiva (SD™) convexa en D
Semidefinida negativa (SD™) céncava en D

Tabla A.1: Clasificacion de la hessiana numérica

Asi, dada una hessiana numérica se puede deducir de la Tabla A.1 que la funcién f es
convexa si la matriz hessiana es positiva, bien definida, en cuyo caso seria de forma estricta,
o semidefinida. Por el contrario, la funcién f es céncava si la matriz hessiana es negativa. En
la misma linea que en el caso anterior, serd estrictamente céncava si es definida negativa y
concava si es semidefinida negativa.

Si la matriz hessiana es funcional: hay que evaluar la hessiana en el punto xg.

Signo de H f(xq) jcémo es f?
Definida positiva (D) estrictamente convexa en Xq
Definida negativa (D ™) estrictamente céncava en xq
Indefinida (1) no es ni céncava ni convexa en Xg
mantiene el signo convexa en Xg
Semidefinida positiva (SD™) Anélisis del signo en un entorno xg
cambia el signo ni céncava ni convexa en xXo
mantiene el signo céncava en Xq
Semidefinida negativa (SD~) | Andlisis del signo en un entorno de xq
cambia el signo ni céncava ni convexa en xo

Tabla A.2: Clasificacién de la hessiana funcional

De esta forma, si la matriz hessiana resultante es funcional, debemos, en primer lugar evaluarla
en el punto xg, y procedemos como si estuviésemos ante una hessiana numérica, salvo en el
caso de que resulte semidefinida. En este caso, debemos contrastar si mantiene el signo en un
entorno de xg.

Ejemplo A.2: Estudio de la concavidad/convexidad de una funcién

Una empresa produce un bien en cantidad ¢. En su proceso productivo, utiliza capital y
mano de obra en cantidades K y L, respectivamente. La funcién de produccién viene dada
por la siguiente expresion:

q= q(K7 L) _ K0’65L0’35.

Determine si la funcién ¢ es céncava.
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Solucion

Para que la funcién de produccion sea concava es necesario y suficiente que la hessiana de la
funcién represente una forma cuadrética al menos semidefinida negativa. Asi, si calculamos
la hessiana de dicha funcién tenemos:

—0,65 % 0,35 K ~13510:35 () 65 % (0,35 ~0:35, 0,65
Hq(K,L) =

0,65 * 0,35 K ~0-35,—0.65  _( 65 x 0,35 %:65 1,65

—1,3570,35 —0,35 71 —0,65 V7 1
—K L K L - K1.35 K0,357,0,65

= 0,65 % 0,35 = 0,65 % 0,35 ,

—0,35 71 —0,65 0,651 —1,65 1 K965
K L —K%*L 0,35 0,65 AR

y como K y L son positivos, el primer menor principal es negativo mientras que el segundo
menor principal seria el determinante que viene dado por:

035 0,65 1
K135 F 65 K0,70L1,30)

0,65 0,35 * ( =0,

vy haciendo la transformacion fila-columna obtendriamos el mismo resultado, con lo que
podemos concluir que la forma cuadrética es semidefinida negativa en cualquier punto, con
lo cual, aunque se trate de una matriz funcional, podemos decir que la funcién es céncava
en cualquier punto del dominio.

A partir de los resultados anteriores, que nos facilitan determinar si una funcién es convexa o
coéncava en un gran numero de casos, también podemos volver a una cuestiéon que estaba pendiente:
cémo determinar si un conjunto, expresado por desigualdades, es convexo.

Teorema A.8: Convexidad de conjuntos definidos por desigualdades.

Dado el conjunto X = {x € R" /f(x) < a, g(x) > S}, si se verifica que la funcion f(x) es
convexa y g(x) cdncava, entonces el conjunto es convexo.

Demostracion

Sea:
X1 ={xeR"/f(x) <a}.

Elijamos x1, X2 € X; y comprobemos que:
AX] + (]. — )\)Xg S Xl,

0, equivalentemente:

F((Ax1)+ (1= Nx2) < a.
Como f es una funcién convexa, tenemos por definiciéon que:
fOx1 4+ (1= N)x2) < Af(x1) + (1= A)f(x2),
donde x; y x5 pertenecen a X; y por tanto:
fx1)<a y flx)<a
Sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos:

FOx1 4+ (1=XNx2) <Aa+(1—-Na=q,
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es decir:
AXq + (]. — A)XQ c Xi.

De igual forma podriamos demostrar que:
Xy ={xeR"/y(x) = 8},

es un conjunto convexo, y como X = X; N X5 y la interseccién de conjuntos convexos es
convexo, tendriamos probada nuestra afirmacion.

Ejemplo A.3: Estudio de la convexidad de un conjunto

Podemos afirmar que el conjunto X es un conjunto convexo? ;Por qué?

X ={(z,y,2) €R® /2® +6y> +xy +yz+ 2>+ 222 < T;
—$2—y2—5z2 > 4;
xr — 3y +4z < 8}

Solucion

El conjunto X se puede considerar como interseccién de tres conjuntos, X;, X5 y Xs,
definidos de la siguiente forma:

X1 ={(z,y,2) €R® /2’ +6y° +zy +yz+ 2> + 222 < 7}
X2={(xayaz) GRS —1‘2—y2—52224}
X3 ={(z,y,2) €R®Jz —3y+42 <8}

Teniendo en cuenta que la interseccion arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto
convexo, veamos si los conjuntos, X7, X y X3, lo son, ya que, en caso afirmativo, X
también lo sera.

Para estudiar la convexidad del conjunto X7, hemos de determinar el signo de la matriz
hessiana de la funcién f(z,y,2) = 2% + 6y* + zy + yz + 22 + 222

Clasifiquemos dicha matriz por el método de los menores principales:
Dy =2>0, Dy =23>0, D3 =0.

En principio, puede ser semidefinida positiva. Para poder asegurarlo, ha de comprobarse que
este signo se mantiene bajo todas las transformaciones fila-columna. Si hacemos la transfor-
macién 1-3, la matriz que resulta es la misma que H f(x,y, z). Hacemos la transformacién
1-2 y calculamos los menores principales:

12 1 1 D =12>0
Two=11 2 2= Dy;=23>0

1 2 2 D3 =0
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Nos queda la transformacién 2-3 y sus menores principales:

2 2 1 D =2>0
Tio=12 2 1= Dy=0
1 2 12 D3 =0

Por tanto, podemos asegurar que la matriz hessiana de la funcién es semidefinida positiva
en todos sus puntos y que la funcién f es convexa en todo su dominio, por lo que al ser la
inecuacién que define el conjunto X; de menor o igual, podemos concluir que este conjunto
€s convexo.

Respecto a X, si llamamos g(z,y,2) = —2? — y? — 522, hemos de realizar de nuevo el
estudio de la convexidad o concavidad de dicha funcién a través del signo de su hessiana:

Se trata de una matriz diagonal y, como ya sabemos, los elementos de la diagonal
principal son sus valores propios, y al ser éstos menores que cero, la matriz es defini-
da negativa y la funcién g(zx,y, z) es, por tanto, céncava. Puesto que la inecuacién que
define al conjunto X5 es de mayor o igual, podemos concluir que X5 es un conjunto convexo.

Por ultimo, el conjunto X3 es, por definicién, un conjunto convexo ya que se trata de un
semiespacio.

En consecuencia, dado que X1, X5 y X3 son conjuntos convexos, su interseccion, el conjunto
X, también lo sera.
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Apéndice B

Dualidad en Programacion
Matematica

El concepto de dualidad en Programacién Matematica nace estrechamente ligado al de punto
minimax. Asi, dado nuestro problema original, recordemos la definicién de punto minimax. Se trata
de un par (x*,X\*) que verifica:

L(x*,A*) = Max Min L(x,A) = Min Max L(x,\),
D~ Rm+ Rm+ D

donde:
L(x,A) = f(x) — A'[g(x) — b].

Pues bien, vamos a denotar:

pu(x) = Min L(x,A), v(A) = Mgw L(x,A).

Rm+
Vamos a ver ahora qué forma toma la funcién p(x):

f(x) sig(x) <b(A=0),
w(x) = Min L(x,\) = Min {f(x)f)\t[g(x)fb]}: &

Rm+ Rm+
00 sig(x) >b (A — o).

Por tanto, la primera parte de la expresiéon del punto minimax, es decir,

MDaac w(x),

se puede expresar de forma equivalente como:

Maz f(x)
s.a  g(x) <b,
que es, precisamente, el problema de partida, que llamaremos a partir de ahora Problema Primal

(PP).
Por otro lado, el segundo término de la igualdad del punto minimax se puede expresar como:

Min v(X),
donde:
N = {)\ e R™* [3Maz { f(x) - N'g(x) - b]}} .

A este problema le llamaremos Problema Dual (PD). Pues bien, la dualidad consiste en que se
dé o no la igualdad entre los valores 6ptimos de las soluciones de estos dos problemas (lo que sucede
si existe el punto minimax). Los siguientes teoremas establecen bajo qué condiciones se tiene esta
dualidad.

213



Teorema B.1: Dualidad débil

Para cualquier (x,A) € D x R™" | se verifica pu(x) < v(A).

Como consecuencia de este teorema, podemos afirmar que siempre se da la relacion:
]\4[?3: wix) < ]\4]\@ v(A),

es decir, que el valor éptimo del problema primal es siempre menor o igual que el del dual. La
pregunta que surge es cuando se da la igualdad. En el caso en que no se dé, es decir, si la solucién
del primal es estrictamente menor que la del dual, se dice que se produce un gap de dualidad.
El siguiente teorema afirma que, bajo condiciones de convexidad y si se da una cualificacion de
restricciones, entonces se verifica la igualdad:

Teorema B.2: Dualidad fuerte

Supongamos que el conjunto D es convexo, que la funcién f céncava y que la funcion g
es convexa. Supongamos también que se satisface la cualificacion de restricciones de Slater
tipo 1 (ver Definicién 2.4.1). Entonces, se verifica que:

Mém: w(x) = ]\4]\}71 V().

Por lo tanto, bajo estas condiciones, los valores 6ptimos de los problemas primal y dual coinci-
den. La utilidad de este concepto consiste en que, en algunos problemas, dadas su estructura y la
forma especifica que toma el problema dual, puede ser mas sencillo resolver este ultimo, y obtener,
a partir del él, la solucién del primal.

Por ultimo, senalemos que, si el problema original se formula para minimo, tendremos que
tomar la correspondiente funcién de Lagrange, es decir,

E(X, A) = f(X) + )‘t[g(x) - b]v
y las funciones primal y dual toman ahora las formas:

w(x) = Max L(x,\), v(A) = Z\lgn L(x,A),

Rm+
respectivamente, siendo los respectivos problemas primal y dual:

Min p(x) y  Maz v(X),

donde N = {,\ € R™/3Min {f(x) + ' [g(x) - b]}}.

Nuevamente, el problema primal coincide con el problema de minimo de partida, se da el
teorema de dualidad débil en cualquier caso, y el de dualidad fuerte si suponemos que la funcién
f es convexa en lugar de ser concava.

B.0.1. Propiedades del problema dual asociado al problema lineal

Seguidamente, mostraremos una serie de propiedades del problema dual asociado al problema
lineal. Para ello, comencemos recordando los elementos vistos en la leccién anterior. Dado un
problema de programacion no lineal,

Mazx  f(x)



su lagrangiana toma la forma:
L(x,A) = f(x) = X (g(x) = b).
El problema primal se define como:
MaxxMinyL(x, X),
mientras que su problema dual seria:
MinxMaz«L(x,X).
Bajo condiciones de convexidad, se verifica que:
MaxxMinyL(x,X) = MinyxMazxL(x, X).

A partir de estas ideas, vamos a determinar el problema dual asociado al problema lineal. Por
simplicidad, en las expresiones no exponemos explicitamente las condiciones de no negatividad de
las variables de decisién. El problema primal en este caso es el siguiente:

Max cix

s.a Ax < b.
La funcién Lagrangiana toma en este caso la forma:
L(x,A) = c'x — A (Ax — b),
definida en R™* x R™*.

Dado que en programacién lineal se verifican las condiciones de convexidad, podemos definir el
problema dual del anterior como:

Min L(x,A) =clx — A'(Ax — b)
sa  Z5(x,A)=0

A>0.

Calculando la derivada del primer bloque de restricciones, obtenemos:

Z—i(x,)\) =c—XNA=0= c'=\A

Por lo tanto, la funcién objetivo del problema dual es:
L(x,A) =c'x — A (Ax —b) = (¢" = A"A) x + A'b = A'D,

va que el primer sumando de la lagrangiana es nulo. Asi pues, el problema dual es:

Min A'b
s.a A =ct
A>0.

Obsérvese que, a diferencia de la programacién no lineal, en los problemas duales de progra-
macién lineal no aparecen las variables del primal, ni viceversa. Ademds también se han podido
observar las condiciones a partir de las cuales podemos obtener los multiplicadores de Lagrange.
Finalmente, senalemos que se pueden obtener los problemas duales asociados a diversas expresio-
nes de nuestros problemas lineales (condiciones de no negatividad, desigualdades de distinto tipo
o igualdades en algunas restricciones, etc.) de manera andloga a lo aqui desarrollado.
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