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Este libro es una recopilaciéon de problemas resueltos de Mecédnica de
Fluidos. Se han seleccionado una serie de problemas tipicos de cada una de
las diferentes materias que se desarrollan en el libro Mecdnica de Fluidos
(manual nimero 40 de esta misma coleccion). La mayoria de los problemas
provienen de examenes que se han venido poniendo en la asignatura Mecanica
de Fluidos en la Universidad de Malaga, aunque se han afiadido algunos otros
que los complementan. Ademas de la exposicion detallada de los pasos que
conducen a la resolucion de cada problema, siempre que ha sido posible se
ha anadido informacién complementaria tendente a enriquecer la formacion
fluidomecanica.
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Este libro es una recopilacién de problemas resueltos de Mecédnica de Flui-
dos. Se han seleccionado una serie de problemas tipicos de cada una de las
diferentes materias que se desarrollan en el libro Mecdnica de Fluidos (manual
numero 40 de esta misma coleccién). Para evitar duplicidad, se hace referencia
a las ecuaciones y a las secciones de ese libro mediante el acrénimo MF cada
vez que es necesario. Asi, (MF22.13) hace referencia a la ecuacién (22.13) del
citado manual, mientras que MF §22.2 hace referencia a la seccién 22.2 del
mismo.

La mayoria de los problemas provienen de exdmenes que se han venido
poniendo en los tltimos afos en la asignatura Mecanica de Fluidos de la
titulacién Ingeniero Industrial de la Universidad de Malaga, aunque se han
anadido algunos otros que los complementan. Cada problema se presenta
con el suficiente detalle para que los estudiantes de Ingenieria que cursen
la materia de Mecéanica de Fluidos no tengan ninguna dificultad en seguir
su resolucién. Ademaés de la exposicion detallada de los pasos que conducen
a la resolucién de cada problema, siempre que ha sido posible se ha
anadido informacién complementaria, de manera que el alumno enriquezca
su formacién fluidomecanica, e ingenieril en general. Algunos de los problemas
se han incluido con este fin.

Nuestro agradecimiento a Aurora Mateo Cid, Luis Parras Anguita,
Sebastian Martin Rivas y José Luis Rico Diaz por la revision y las sugerencias

realizadas en la edicién de este libro.

Malaga, 2006.
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En la presente reimpresion se han corregido las erratas detectadas en
la edicién de 2006. Nuestro agradecimiento al profesor Ignacio Gonzélez
Loscertales por haber contribuido a la deteccién de algunas erratas de la

primera edicion.

Malaga, 2010.

En esta nueva edicién se ha reescrito parte de la solucién de algunos
problemas, se ha anadido uno nuevo en el capitulo 7 y se han corregido unas

pocas erratas que todavia quedaban en la reimpresion de 2010.

Malaga, 2017.
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Capitulo 1

Coordenadas y cinematica

P.1.1 Coordenadas curvilineas bidimensionales sobre una superficie
arbitraria

Para describir el flujo bidimensional sobre una superficie sélida, que en
coordenadas cartesianas (X,Y) viene dada por la curva Y = F(X), se desea
utilizar coordenadas curvilineas (x,y), donde z es la coordenada a lo largo de
la curva e y es la coordenada normal a la misma (ver figura 1.1).

Si 7 = ue,+ve, es un vector en estas nuevas coordenadas curvilineas, halle

las expresiones de:
1. V-,
2. 0=V AT,
3. V27,
4. (- V).

Escriba estas expresiones en términos de z, y y 00/0x = 0,,, donde 6(x) es el
angulo que forma la curva Y = F(X) con el eje X, expresado en funcién de

la coordenada = a lo largo de la curva.
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Figura 1.1: Coordenadas curvilineas bidimensionales sobre una curva arbitraria

Solucion.
La descripcion del movimiento bidimensional de la manera solicitada es
relevante, por ejemplo, para formular el movimiento bidimensional de capa
limite sobre una superficie arbitraria.

Para hallar las funciones de escala (MF1.4), expresamos el vector posicién
7 = Xeéx +Yéy de un punto genérico (X,Y) en términos de sus coordenadas
curvilineas (z,y) y de su proyeccién X sobre la curva [Yy = F(Xj), ver figura

1.1)):

T = [Xo —ysenbléx + [F(Xo) + ycosbley, (1.1)

donde tanto Xy como 6 son funciones de x, que verifican

0= tan—l[F/(Xo)], <%> — cos, 12)
or ) x_x,
89 F//(XO) , )
ox EEERT o 1.
<3X>X:X0 1+ F/(Xo)? (Xo) cos” 8, (1.3)

a9 _p _ (99 s\ F(X) (1.4)
= \ox) o \ax) T
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donde las primas representan derivadas con respecto a Xg. Por tanto, teniendo

en cuenta ademas que

€, = cosblex +senféy, €, = —senbex + cosbey, (1.5)
se tiene
or - . .
5y = 08 (1 —yb,)éx +senb(1 —yb,)éy = (1 — yb,)é,, (1.6)
%z—sen@gx+c089€y: Cy s (1.7)
de donde
L ox or . -
di = 8_xdx + 8_ydy = hpdxe, + hydye, , (1.8)
hy=1—yb,=J, h,=1. (1.9)
Observe que J(z,y) = 1 — yb, es el Jacobiano de la transformacién de

coordenadas (X,Y) — (z,y) (1.1).

1. De acuerdo con (MF1.9) y (1.9),

1

. O(hyu)  O(hyv) 1 [0u O(Jv)
e _ | . 1.1
Ve hxhy[ or oy 7ozt oy (1.10)
2. Haciendo uso de (M1.10),
L __ & [O(hyv) O(hgu)| _ € [Ov  9(Ju)
GEVAU= hghy [ oz oy | J |0z dy |’ (L11)
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donde € es el vector unitario perpendicular al plano (z,y).

3. De acuerdo con (MF1.12)-(MF1.14), teniendo en cuenta (1.5) y (1.9), se

tiene

ox 0
1 /ov oJ\ _ ., Ou _ ov _
‘|‘j <a_:lj — u—y) €xCy + — EyCyx + 8_y EyCy (112)

02 o .un_ G [O |1 (Ou O |,0u] b (Ov
Vii=V V“_J{ax [J((?x ”91>]+ay Tayl ~ 7 \gz T4

e [0 [1 [0Ov 0 ov 0, (Ou
Ol L (L )+ S (e, ) (aa
+J{8x [J <ax+“9 >]+8y Togl ™7 oz~ (1.13)

4. El producto escalar de ¥ por el operador gradiente (MF1.8) se escribe

u 0 0
Fov=29 102 1.14
V=T0: oy (1.14)
de donde [o, alternativamente, haciendo uso de (MF1.15)]
u Ou ou  uvb, u Ov v u26,
§ V)i = | S, e B T e e (115
(@ V)9 J@:U+U8y J ]e [J8x+v(9y+ J | (1.15)
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P.1.2 Trayectorias, lineas de corriente, trazas

Un movimiento bidimensional viene dado por el siguiente campo de

velocidad en coordenadas cartesianas (z,y):

U=ué +vé, u=-wy+b, v=uwzr, (1.16)

donde w y b son constantes. Se pide:

1. Trayectoria de la particula fluida que en el instante ¢t = 0 pasa por el

origen de coordenadas. Dibuje la senda.
2. Lineas de corriente que pasan por el origen.
3. Trazas que salen del origen.

Solucion.

1. De (MF3.3) y (1.16), las ecuaciones y condiciones iniciales que describen la
trayectoria solicitada son

T
dy
A 1.1
o =W (1.18)
z(t=0)=y(t=0)=0 (1.19)

Si derivamos (1.17) con respecto al tiempo y sustituimos (1.18), se obtiene la

siguiente ecuacién lineal de segundo orden para z(t):

d*z
72 +w?z =0, (1.20)
cuya solucion general se escribe
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b
r = Cysenwt + Cycoswt + — (1.21)
w

donde C; y (5 son constantes de integracién. Sustituyendo en (1.18) e

integrando, se obtiene

b
y = —Cicoswt + Cysenwt + —t. (1.22)
w

La solucién que satisface la condicién inicial (1.19) corresponde a C7 = 0 y

Cy = —b/w?. Es decir,

b
x = F(l — coswt), (1.23)
= i( t — senwt) (1.24)
y=—5W wt) . .

Como se observa en la figura 1.2, esta trayectoria corresponde a una senda

con forma de cicloide de periodo 27 /w.

2. Las lineas de corriente, o curvas paralelas en todos sus puntos y en

cada instante al vector velocidad, vienen descritas por la ecuacién diferencial

(MF3.6)

dzx _%

_— = . 1.25
—wy+ bt  wzx ( )

La integracién de esta ecuacién es inmediata, proporcionando

2 2
x Y

— = —wZ= + bt C
w2 w2+ y+C,

donde C' es una constante de integracion. Las lineas de corriente que pasan
por el origen de coordenadas z = y = 0 corresponden a C = 0, y se pueden

escribir como
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y/b
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Figura 1.2: Senda correspondiente a (1.23)-(1.24) para w =1

z? + <y - %)2 = <%>2 : (1.26)

que representan circunferencias centradas en (z = 0,y = bt/w), con radios que
aumentan linealmente con el tiempo, R = bt/w, de forma que siempre pasan

por el origen.

3. Las trazas que pasan por el origen satisfacen el mismo par de
ecuaciones diferenciales (1.17)-(1.18) que las trayectorias, pero sustituyendo

las condiciones iniciales (1.19) por

z(t=71)=ylt=1)=0, (1.27)



14 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

donde 7 es el parametro que define la curva. Por tanto, la solucién es la misma
que la dada por (1.21)-(1.22), pero con C; = b(wT coswr —senwt)/w? y Cy =
b(wT sen wT —cos wT) /w?, quedando, tras algunas operaciones trigonométricas,

como

x = % [1—cosw(t —7)+wrsenw(t+ 1), (1.28)
w

b
y = = [wt —senw(t —7) —wTcosw(t+ 7)) . (1.29)

Como se puede apreciar, la senda que pasa por el origen no coincide con
ninguna de las lineas de corriente, ni con ninguna de las trazas, que en los

sucesivos instantes pasan por el origen.
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P.1.3 Cinematica de un modelo de torbellino
En coordenadas cilindricas (r,0,z), el campo de velocidad de un

determinado movimiento fluido puede escribirse como

2

U= —aré, + ; (1 —e TQ) €y + 2azé, , (1.30)
donde a y b son constantes.! Se pide:
1. ;Corresponde (1.30) a un flujo incompresible?
2. jPuede definirse una funcién de corriente? En caso afirmativo, hallenla.

3. Hallen la velocidad angular de giro como sélido rigido de una particula

fluida situada en el origen de coordenadas.

Solucion.

1. Haciendo uso de (MF1.18),

L 10 10vy Ov,
VU=t e Yo

1
=—(—2ar)+0+4+2a=0, (1.31)
”

luego, efectivamente, (1.30) corresponde a un flujo incompresible.

2. Aunque el flujo es tridimensional, debido a que dvy /00 = 0, sélo existen dos
términos no nulos en la ecuacion de continuidad V - ¢ = 0, por lo que se puede
definir una funcién de corriente ¥ para el movimiento meridional (v,,v,), de

tal manera que V - ¥ es siempre idénticamente nulo:

10V

Vp = ——
rdz’
'Este campo de velocidad corresponde, aunque no ezactamente, al denominado vértice

de Burgers. Ver, por ejemplo, Acheson (1990). Todas las referencias citadas en este libro
estan en la lista bibliografica al final de MF.

(1.32)
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10V
, = — ——. 1.
v - (1.33)

Sustituyendo v, de (1.30) en (1.32), e integrando, se tiene

U= —ar’z 4+ C(r),

donde C' es una funcién arbitraria de r; sustituyendo esta expresién, junto con
v, de (1.30), en (1.33), se obtiene dC'/dr = 0, por lo que C' es una constante,
que podemos tomar nula sin pérdida de generalidad. Por tanto, la funcién de

corriente del movimiento meridional es

U(r,z) = —ar’z. (1.34)

Es decir, las lineas de corriente en los planos (r, z) vienen dadas por las curvas

z = constante /7.

3. La velocidad angular de giro como sdélido rigido de una particula fluida
viene dada por la mitad de la vorticidad en el punto donde se encuentra la
particula fluida (MF4.7). Haciendo uso de (MF1.19) y sustituyendo (1.30), las

componentes del vector vorticidad & vienen dadas por

10v,  Oug

ov,  Ov,
wp = S~ 22 =0, (1.36)
~ 10(rve) 10v. b0 022\ o 2y —a2r2
we =20 rae_rar(l e )_2abe . (1.37)
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Sustituyendo en el origen, la velocidad angular como sélido rigido queda

N | —

17

&= a’bé., enr=0. (1.38)
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P.1.4 Movimiento en el entorno de un punto en el flujo de Couette

El movimiento de un liquido entre dos placas planas, paralelas e infinitas,
producido por el movimiento relativo de una de ellas respecto a la otra con
velocidad V' segun el eje = viene dado por el campo de velocidad u/V = y/h,
donde u es la velocidad en la direccién del eje z, y es la distancia perpendicular
2

a las placas medida a partir de la placa fija y h es la distancia entre las placas.

Calcular:

1. Lineas de corriente.
2. Divergencia del vector velocidad.
3. Vector vorticidad.

4. Tensor de velocidad de deformacion y velocidad de dilatacién cubica

unitaria.

5. Dibuje la superficie fluida en que se transforma un cuadrado de lado d,
orientado paralelamente a los ejes x e y, al cabo de un tiempo §t. Indicar
c¢émo contribuyen la vorticidad y la velocidad de deformacién a la forma

final de la superficie fluida.

Solucion.
En las coordenadas de la figura 1.3, el campo de velocidad de este flujo

unidireccional se escribe

T=—2¢,. (1.39)

1. Las lineas de corriente vienen descritas por la ecuacién (MF3.6)

2Este movimiento se denomina flujo o corriente de Couette (ver figura 1.3). También se
suele denominar con este nombre al movimiento de un liquido entre dos cilindros coaxiales
que giran relativamente, por ello, para diferenciarlo, a veces se denomina flujo plano de
Couette.
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V

Ar—B
" L]

o C
.

Figura 1.3: Flujo de Couette plano. Se dibuja también un elemento cuadrado genérico cuyo
movimiento relativo se considera en la figura 1.4

dx dy

== 1.40
Vy/h 0 (1.40)

cuya solucion corresponde a rectas paralelas al eje x,
y = constante . (1.41)

2. El movimiento corresponde a un flujo incompresible, pues su divergencia es
nula. En efecto, si denominamos u = Vy/h a la componente de la velocidad

segun el eje x y v = 0 a la componente segun y, la divergencia se escribe

ou  Ov
V- i=—+4+—=0. 1.42
v o7 + oy ( )
3. El rotacional viene dado por
VAT=| 5% 3 3 :_Egz, (1.43)
Vy/h 0 0

donde z es la coordenada perpendicular al plano de la figura 1.3.

4. El tensor gradiente de velocidad tiene sélo una componente no nula:

0 00
Vi=| V/h 0 0 |; (1.44)
0 00
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por tanto, de acuerdo con (MF4.5), el tensor de velocidad de deformacién

viene dado por

. ) 0 V/h 0
F=-Vi+(Vo)l=z v/ 0 0], (1.45)
2 2V 0 0 o0

La velocidad de dilatacién cubica unitaria es nula de acuerdo con (1.42).

5. Para ver como se deforma un cuadrado de lado 81, calculamos, de acuerdo
con (MF4.15), el desplazamiento relativo al punto O de cada uno de los vértices

A, By C del cuadrado (ver figura 1.4) después de un intervalo de tiempo dt :

1 1
7Vt = [ (VAD) AT+ S (VI + vl - fét, (1.46)

donde el primer sumando del lado derecho corresponde a un giro como sélido
rigido en torno al punto O y el segundo a una deformacion del elemento
de volumen (superficie en este movimiento plano), sin cambio de volumen

(superficie) pues el movimiento es incompresible.

¥ ol ot

A-——- |B
| 1
1 1
1 1
1
5l |
1 1
1 1
| 1
1 ol !
0] C

Figura 1.4: Superficie en que se transforma un cuadrado genérico de lado §l
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» Punto A, coordenadas relativas a O: 7= (0, dl).

L Vo1V
7 Vit = 2h5lex+2h516x ot. (1.47)

Luego este punto se desplaza a lo largo del eje x una longitud, relativa
al punto O, V (61)(6t)/h, la mitad de la cual se debe al giro del elemento

cuadrado alrededor del punto O y la otra mitad a la deformacion del

cuadrado.

» Punto B, coordenadas relativas a O: 7= (1, 0l).

o {1V 1V o 1V
(1.48)

En este caso, la componente del desplazamiento en la direccién y debida
al giro se cancela con la correspondiente a la deformacion, de manera
que el punto soélo se desplaza a lo largo del eje x, siendo la longitud del

desplazamiento la misma que la del punto A.

» Punto C, coordenadas relativas a O: 7= (61, 0).

1
7 Vst = _5%5zay+

1V o

——dley| dt=0. 1.49
2h Yy ( )
Este punto permanece por tanto fijo en relacién al punto O, pues la
componente del desplazamiento debida al giro se cancela con la corres-

pondiente a la deformacion.

La figura 1.4 muestra el desplazamiento relativo de cada vértice y la

superficie final en la cual se transforma el cuadrado. Por supuesto, al ser



22 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

el flujo incompresible, el area del rombo final coincide con la del cuadrado

original.



Capitulo 2

Ecuaciones en forma integral

P.2.1 Carrito a reaccién

Un depdsito de seccién A que contiene un liquido de densidad p descarga a
través de un pequeno conducto de diametro D situado en la parte inferior del
mismo. El depdsito posee unas ruedas debajo de la tapa inferior. Se desea
calcular la fuerza F que se tiene que ejercer (ver figura 2.1) para que el
deposito no se desplace como consecuencia de la descarga. Para ello utilicen
las ecuaciones en forma integral y supongan que el movimiento se comporta
como ideal en la descarga. Calculen F' en funcién del tiempo y de los datos

del problema suponiendo que H(t = 0) = Hj.

Solucion.

El carro objeto de estudio esté fijo debido a que la fuerza F' es la necesaria para
impedirle el movimiento al que se veria sometido como reaccién a la descarga
que estd teniendo lugar por su parte inferior. Por tanto, por el principio de
accion y reaccion, esta fuerza F' serd igual, pero con el signo cambiado, a la

componente horizontal de la fuerza que el fluido ejerce sobre las paredes del

F= (-/ (p—pa)ﬁdS—l—/ ?’-ﬁdS) ey, (2.1)
Sp Sp

carro:
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Pa
n |l — A
r it
H(t)
z D
S L
I_r

Q @)

Figura 2.1: Sistema a estudiar y volumen de control

donde 7 es el vector unitario hacia afuera del volumen de control del carro, p,
es la presién atmosférica, S, es la superficie sélida (pared) del carro mojada
por el fluido, p es la presion del fluido y 7 su tensor de esfuerzos viscosos. Es
facil intuir que la contribucién més importante en F' es la debida a la fuerza
de presién neta p — p,, pero en la formulacién con ecuaciones integrales que
se verd a continuacién no se desprecia la posible contribucion de las fuerzas
viscosas sobre S),. Asi, para calcular F' debemos obtener la fuerza que el liquido
ejerce sobre las paredes sélidas del carro, que se calculara usando las ecuaciones
de conservacién de masa (MF6.2), de cantidad de movimiento (MF7.21) y de
energia (MF8.12)-(MF8.13) en forma integral.

El volumen de control en el que se van a escribir los principios de
conservacion consiste en el volumen del liquido que llena el carro y que va
variando con el tiempo (ver figura 2.1). Su volumen es aproximadamente
Ve = AH(t), si descontamos el pequeno volumen del conducto de salida. Su
superficie se va a dividir en tres partes: la superficie pared (S)), la superficie

libre superior (S5;) y la superficie de salida del liquido (Ss). Esta tltima
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superficie es la unica donde hay flujo convectivo, con velocidad uniforme
Us = V&, superficie Ay, = 7D?/4 y normal iy = €.
La ecuacion de conservacién de la masa aplicada al volumen de control

mencionado se escribe

d
— pdV+/ p(U—10.) -1dS =0. (2.2)
dt Vc(t) .

Teniendo en cuenta que se trata de un liquido incompresible (p =constante),
que v = U, = 0 en S), U = U, en S; y las magnitudes uniformes en la seccién de
salida Ss, con U, = 0 en S, la ecuacién de conservacion de la masa integrada

se escribe

dH 7 D?
A— 4+ V—=0. 2.3
dt + 4 (2.3)

Esta primera ecuacion relaciona la altura del liquido, en particular, su variacién
con el tiempo, con la velocidad de salida del chorro.

Antes de escribir la ecuacién integral de cantidad de movimiento para
obtener la fuerza que se nos pide, es conveniente escribir la ecuacion integral
de la energia para calcular una segunda relacién entre V' y H. Aplicada al

volumen de control anterior, la ecuaciéon de conservacion de la energia total

(MF8.12)-(MF8.13) se escribe

d 02 02
< 0 e+—>dV+/ p(e+—> T— 7. AdS =
dt Jy,t) < 2 S. 7 )| )

—/ pﬁ.ﬁds+/ 77 -itdS — pga'gde—/ g-adS+ [ Q.dv, (2.4)
Se Se Ve Se Ve

donde e = ¢, T es la energia interna por unidad de masa y en el quinto término
ya se ha tenido en cuenta que la tnica fuerza masica es la gravitatoria en la

direccion vertical z, f,,, = § = —g€,. Los términos sexto y séptimo son nulos
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pues se supone que el sistema estd aislado térmicamente del exterior y no
existe ninguna otra fuente de calor.

Del primer término solo es relevante la energia interna, pues en la mayor
parte del depdsito la velocidad es nula (salvo muy cerca de la salida). Como
todas las propiedades son uniformes en el depésito (salvo en esa pequena regién

cerca de la salida), se tiene

d v? dH
— — | dV ~ Ape, T — . 2.5
dt Jv, g (e T3 > T (25)

Del segundo término, solo la integral sobre la superficie de salida S es no
nula, pues es la tinica que es atravesada por el liquido:

2 V2 D2
/ p<e+%> (ﬁ—UC)-ﬁdS:p(ch+ 7) VﬁT. (2.6)

Obsérvese que se ha supuesto que la temperatura a la salida es la misma que
la temperatura T del liquido en el resto del depésito, lo cual es coherente
con el hecho de que se estd despreciando todo intercambio o fuente de calor.
Como consecuencia, el primer término de (2.6) cancela con (2.5) en virtud de
la conservacién de la masa (2.3).

El término de trabajo de las fuerzas de presion es distinto de cero en la
superficie de salida y en la superficie libre, pues en la pared v-7 = 0. Teniendo
en cuenta que en ambas superficies la presién es la atmosférica, este término

se cancela obviamente en virtud también de la conservacién de la masa:

dH D?
—/ pT-AdS = —par A — p VI = 0. (2.7)
s, dt 4

El término de trabajo de las fuerzas viscosas es nulo en la pared del carrito
S, al ser la velocidad nula, y despreciable en las superficies libre y de salida
por ser muy pequenos los gradientes de velocidad (se estd suponiendo que la

velocidad es uniforme en la seccion de salida, lo cual es equivalente a suponer
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que el nimero de Reynolds es muy grande a la salida). Queda, por tanto,
solo el término de trabajo de las fuerzas gravitatorias. La velocidad del fluido
en el depédsito, aunque pequena comparada con la de salida, juega un papel
relevante aqui. Suponiendo que esa velocidad es aproximadamente uniforme
en el depdsito, como las demds propiedades fluidas, e igual a (dH/dt)e,, se

tiene
dH
—/ pgu - €,dV ~ —pg%HA. (2.8)
Sustituyendo (2.5)-(2.8) en (2.4) y haciendo uso de nuevo de (2.3) se llega

a la siguiente relacién

V =+/2gH . (2.9)

Esta relacion entre la velocidad de descarga del liquido y su altura por encima
de la salida es la conocida como ley de Torricelli, que como se ve procede del
balance entre la energia cinética del liquido a la salida y el trabajo de las fuerzas
gravitatorias que hacen salir al liquido del depdsito. Se puede derivar mucho
mas facilmente aplicando la ecuacién de Bernoulli (MF19.17) al movimiento,
considerado como ideal, en una linea de corriente desde un punto cercano a
la descarga en el que la presiéon es aproximadamente la hidrostatica por ser
la velocidad muy pequena comparada con V y otro punto en la seccién de
salida (ver capitulo 7 para algunos ejemplos de aplicacién de esta ecuacién).
Pero, como se ve, procede de un principio fisico més basico como es el de la
conservacion de la energia y, de hecho, Evangelista Torricelli es muy anterior
a Johann y a Daniel Bernoulli.

Introduciendo (2.9) en (2.3) la ecuacién diferencial para la evolucién de H

con el tiempo se escribe como

dH wD?
A=E ”T\/@H ~0. (2.10)
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Integrando esta ecuacién e imponiendo la condicién inicial H(t = 0) = Hy, se

llega a la expresion

2
H(t):(\/HO—th, con K:”DTX%.

Para obtener la fuerza F' que se estd buscando se aplicard la ecuacién de

(2.11)

cantidad de movimiento (MF7.21) al mismo volumen de control,

d
— pUdV—l—/ pi (5 — ) - 7idS =
dt Jv, S

—/ (p—pa)ﬁd5+/ %’-ﬁds+/ pfmdV . (2.12)

El primer término de esta ecuacién es muy pequeno y se puede despreciar por
el mismo motivo que no se ha tenido en cuenta la energia cinética en el primer
término de (2.4): la velocidad es muy pequenia en todo el volumen de control
comparada con la velocidad de salida V', excepto en una pequena regién en
torno a la seccion de descarga que, al ser pequenia en comparaciéon con el resto
del volumen, tiene una aportacién casi despreciable a la ecuacién (2.12).!

El segundo término solo tiene contribucién en la seccion de salida S, pues

U=U.=0en S, y U=, en S;. En Sg vale (U, =0 en S;)

D2
/ pTsTs - TsdS = pl_fSVﬂ-T — o2z (2.13)

El tercer término, que representa la fuerza de presion que se estd ejerciendo
sobre la superficie del volumen de control, es nulo en las secciones que estan
sometidas a presién atmosférica (superficie libre y superficie de salida), y es
distinto de cero sobre las paredes del carro. Esta integral sobre S}, representa

la fuerza de presién, desconocida, que las paredes ejercen sobre el fluido:

'En cualquier caso, su contribucién principal serfa a la componente vertical de la ecuacién
de cantidad de movimiento, mientras que aqui interesa la componente horizontal. Ver mas
abajo.
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—/ (p — pa)iidS = ﬁp. (2.14)
Sp

El cuarto término de la ecuacién (2.12), referente a las fuerzas viscosas
sobre la superficie del volumen de control, es préacticamente nulo en la
superficie libre y muy pequernio en la seccion de descarga, donde se considera el
movimiento ideal (nimero de Reynolds muy alto), mientras que la contribucion
sobre las paredes sélidas se suma a la de (2.14) para proporcionar la fuerza
total F' que las paredes ejercen sobre el fluido. La componente x de esta fuerza
total, dada por (2.1), es, por tanto, el valor F' = F,, que se estd buscando. Como
ya se ha comentado, F ~ ﬁp, pues la contribucién de las fuerzas viscosas es
muy pequena en este caso, pero no se hace ninguna aproximacion aqui en ese
sentido (solo se desprecian las fuerzas viscosas en la seccién de salida y en la
superficie libre).

En cuanto al ultimo término, que representa las fuerzas masicas en el

volumen de control, teniendo en cuenta que solo exite fuerza gravitatoria como

se ha comentado para la ecuacién de la energia, fm = g = —ge,, se tiene
/ pfmdV ~ —pgAHE. . (2.15)
Ve

Como se observa, esta ultima fuerza en el volumen de control proviene del peso
total del liquido, tiene la direccion del eje z y no contribuira a la componente
zde F que se esta buscando. Su valor debe ser igual, pero cambiado de signo,
a la componente z de esta fuerza, F, = pgAH.>

Agrupando todos los términos no nulos de la ecuacién de cantidad de

movimiento y quedandonos solo con la componente x, se tiene:

2De hecho, a este peso habria que afiadir la contribucién del primer término de (2.12)
que se ha despreciado, y que representa la pequena fuerza asociada a la variaciéon de
cantidad de movimiento vertical. Ya cambiada de signo, su valor es aproximadamente igual
a —pAd[H (dH/dt)]/dt, que habria que anadir a F.



30 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

D2
pV27TT =F. (2.16)

Sabiendo que V = /2gH = +/2¢g (\/H — Kt), la fuerza que se tiene que
ejercer para que el depdsito no se desplace como consecuencia de la descarga

€S

D2 2 2
F(t) = g’”; (\/HO - Kt) . K= ”DTX%. (2.17)
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P.2.2 Aspersor

El aspersor de la figura consta de dos brazos de longitud R y didmetro
D que terminan en sendos codos de 90° cuya longitud es despreciable frente
a R. Por el centro (punto O) entra un caudal @ constante de un liquido de
densidad p y, como consecuencia, el aspersor gira con una velocidad angular
constante 2. Suponiendo que debido a la friccién de los cojinetes existe un par
resistente en O de valor I', calculen, mediante la aplicacién de las ecuaciones de
conservacion de la masa y del momento cinético en forma integral, la velocidad
angular de giro en funciéon de @, I', p y la geometria. ; Cudl seria la velocidad

angular maxima? Desprecien las fuerzas viscosas y las gravitatorias.
e
[ 51

[7 (p.y :
M d

i

Figura 2.2: Aspersor girando con velocidad angular constante €2, con indicacién del volumen
de control

Solucion.

Para aplicar las ecuaciones de conservacion en forma integral se escogerd como

volumen de control el volumen de liquido contenido en el propio aspersor, de
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tal modo que este volumen tendrd una entrada (superficie S.), dos salidas
(superficies Sy y S3) y las superficies sélidas, paredes, del aspersor (superficie
Sp), todas ellas representadas en la figura 2.2. Los ejes del sistema de referencia
respecto al cual se particularizaran las ecuaciones de conservacién seran unos
ejes solidarios al aspersor, que giraran por tanto con velocidad angular 2
(sistema de referencia no inercial), y respecto a los cuales el volumen de
control escogido tiene velocidad nula, ¥. = 0. Ademds, ninguna propiedad
fluida, ni el volumen de control elegido, varia con el tiempo, por lo que el
proceso sera estacionario.

La ecuacién de conservacién de masa (MF6.2) aplicada sobre el volumen
de control indicado, teniendo en cuenta que sélo hay flujo convectivo en las
superficies Se, S1 y S2, y suponiendo que en estas dos ultimas superficies la

velocidad es uniforme y de valor V', queda como

D2
/ pi - 7S = —Q+2V7TT ~0. (2.18)

La velocidad de salida del fluido por las boquillas del aspersor es, por tanto,

_ 20
V=—0s (2.19)

Para escribir de forma correcta la ecuaciéon de conservacién del momento
cinético (MF7.22) tenemos que tener en cuenta que el sistema de referencia es

no inercial, por lo que el vector de fuerzas mésicas (MF7.3) vendrd dado por

Jm=—0A@OANT) —20AT, (2.20)
donde se han despreciado los términos gravitatorios por ser un movimiento
horizontal, y se ha supuesto que €2 es constante. Teniendo en cuenta que el
proceso es estacionario, la ecuacion de conservacion del momento cinético se

puede escribir como
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/ pTAD)T-7dS = | pfin ATV
Se Ve

- / (p — pa)it A ZdS + / (7 -ii) A ZdS > (2.21)

Los dos ltimos términos de la ecuacién, asociados a las fuerzas de presién y a
las fuerzas viscosas, sélo son distintos de cero en S): la fricciéon es despreciable
a la entrada y a la salida (Se, Sy S2), pues estamos suponiendo propiedades
uniformes en esas secciones, el término de presion en S; y S se anula por ser
p = p, v también se anula en S, por simetria axial. La suma de estos dos
términos de presion y fuerzas viscosas en las paredes sélidas (S,) producen el
par necesario para hacer girar el aspersor. Como la velocidad angular de giro
) es constante, el par que el fluido ejerce sobre las paredes (jojo con el signo!)
debe ser igual, pero de sentido opuesto, al par resistente en los rodamientos

del aspersor:

_/ [_(p —p )i+ 7 7| AFdS = —T€, . (2.22)
S

Se pasard a continuacién a evaluar los otros dos términos, primero y
segundo, de la ecuacién (2.21). La componente asociada a S. del término
convectivo, [¢ p(T A Z)T - 7dS, se anula pues ¥ A & = 0. Sobre S y So éste

término vale, respectivamente,

2 D2
/ pTAF)T-idS = [ p(vRe)Vds = BT (2.23)
Sl Sl 4
2 D2
/ o(TAF)G-idS = [ p(vReIVds = LT (2.24)
SQ Sl 4

3En muchos textos esta ecuacién se escribe con Z multiplicando vectorialmente por la
izquierda en cada término, en vez de por la derecha. Para los propédsitos de este ejercicio el
signo del momento es irrelevante, lo importante es que esta multiplicacién vectorial se haga
por el mismo lado en todos los términos.
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%

Vs

Figura 2.3: Divisién en subvolimenes del volumen de control inicial

Por tltimo, sobre S, se anula al ser v = 0.
El segundo término, teniendo en cuenta el vector de fuerzas masicas dado

en (2.20), se escribe

/pfmAde:/p(—ﬁ/\(ﬁAﬁ)—2ﬁAﬁ)/\de. (2.25)
V. Ve

Para llevar a cabo esta integral se va a dividir el volumen de control en 5
subvolimenes, indicados en la figura 2.3. Sobre Vy, dV = (7D?/4)dy, ¥ =
yé,, 7 ="VEe, Q=0¢, dedonde, —p(QA(QAAE)AE=0, —2p(QAT) AT =

2pQVye,, por lo que

R 2 2712
. D QVR2D
/ pfon N ZAV = / 200V yE,) (”—) dy =202 & (2.26)
V1 0 4 4

Sobre V5 la integral seria similar:

D? QV R2D?
L) gy = "W RD” (2.27)

R
/ pfm A TdV = / (2pQ2V yé) ( €.
Va 0 4 4
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El valor de las integrales sobre los volumenes Vj, V3 v Vy es despreciable frente
a (2.26) y (2.27), ya que éstos constituyen casi todo el volumen de control. Por

tanto, el resultado de (2.25) sobre todo el volumen de control queda finalmente

/ pfm ATAV = 7D?*pQV (R%/2)E. = QpLR%E. . (2.28)

Sustituyendo (2.22), (2.23), (2.24) y (2.28) en la ecuacién del momento cinético

(2.21), se llega a la relacién

pV2Rr(D?/2)é, = I'e, + QpQR2E, . (2.29)

Esta ecuaciéon permite obtener el valor de la velocidad angular de giro €2,

constante, para la que el par de friccién hace balance con el momento cinético:

_2Q T
- wD?2R  pQR?’

El valor maximo de €2 se alcanza cuando la friccién con los cojinetes es

nula (I' = 0):
2Q
Qmax - 7'['D2R .
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P.2.3 Termo eléctrico

Se desea hallar la evolucién de la temperatura en un termo eléctrico de
volumen V' cuando por él circula un caudal constante @) de agua (densidad
p v coeficiente de capacidad calorifica ¢), a la que se le suministra un calor
por unidad de tiempo constante q. La temperatura a la entrada, 717, también

permanece constante.

Escriban las ecuaciones de conservaciéon de masa y energia en forma
integral. Supongan que las magnitudes fluidas en la entrada y en la salida son
uniformes, que el agua en el interior del termo tiene temperatura homogénea
(T sblo depende del tiempo t) y velocidad despreciable. Simplifiquen las
ecuaciones suponiendo que las secciones de entrada y de salida son iguales,
A1 = A, que p1 = po y que T, = T, y hallen T'(t) para el caso en el que

T(0) = Tj. {Cuél es el valor estacionario de 17

Solucion.

El volumen de control al que le vamos a aplicar las ecuaciones de conservacion
es el volumen V' del termo eléctrico cerrado por las paredes y por las secciones
de entrada y salida. Por tanto, la superficie total del volumen de control es la
suma de la seccion de entrada Aqp, la de salida Ay y toda la pared sélida del
termo, que denotaremos por A, (ver figura 2.4). El volumen de control elegido

no varia con el tiempo.

El principio de conservacién de la masa (MF6.2) aplicado al volumen de
control, teniendo en cuenta que el flujo es estacionario y que p =constante, se

escribe

/E-ﬁdSJr/ 6.ﬁds+/ 7-7dS = 0. (2.30)
Ay Ao A

P
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A, v, T, p1

N\
A2av2aT27p2

Figura 2.4: Geometria del termo eléctrico

En Ay, v-7 = 0, mientras que ¢-77 = —vy en Ay y ¥-7 = v en Ay. Suponiendo

que las propiedades fluidas son uniformes en A; y As, se tiene

—01 A1 + 1945 = 0. (2.31)

Es decir,

1Al = 1vAs = Q) (2.32)

de donde podemos obtener la velocidad en las secciones de entrada y salida en

funcién del caudal @ y del area de las mismas,

V1 = Q, Vo = Q . (233)
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Figura 2.5: Divisiéon en subvoliimenes

La ecuacién de la energia (MF8.13) aplicada al volumen de control se

escribe

d v? v?
— — | dV — | U-ndS =
dt/vcp<e+2> +/Scp<e+2>v !

/pf:n.adv—/ pa-ﬁds+/ 77 -idS— | §-AdS+ [ Q.dV. (2.34)
c c c Sc VC

El primer término, suponiendo que las propiedades son espacialmente
uniformes en el volumen de control y que la velocidad es pequena, salvo muy

cerca de la entrada y de la salida, queda (ver figura 2.5)

dr

2.35
. (239)

d v? d d
— —)av e = | pedv = | peTdV = pev
dt ch<€+ 2) dt Jy, " dt/vipc re

donde se ha supuesto que V; ~ V', el volumen del termo.

El segundo término es distinto de cero solo a la entrada y a la salida:

1}2 U2 1}2
/ p (e + 5) U-ndS = p <cT1 + 51> (—v1)A1+p <cT2 + é) voAy, (2.36)
Se

donde se ha supuesto que todas las propiedades son uniformes en esas

secciones.
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El término de trabajo de las fuerzas masicas es despreciable pues v ~ 6,
excepto muy cerca de la entrada y de la salida.

El término de trabajo de las fuerzas de presion queda
—/ pv - 1dS = —/ pU - 1dS — pU - 1dS = p1v1 Al — pavaAg,  (2.37)
Se Ay Az

pues 7 = 0 en A, y las propiedades son uniformes en Ay y As.

El término de flujo de calor por conduccién queda

_/ 7-idS =q, (2.38)

siendo ¢ el calor por unidad de tiempo suministrado al fluido, que es conocido.

El término de trabajo de las fuerzas viscosas es despreciable pues es nulo en
Ap por ser U = 0, y también practicamente nulo en A; y Ay por ser uniformes
las propiedades a la entrada y a la salida. Finalmente, el ultimo término de
(2.34) es también nulo.

Recopilando todos los resultados de las diferentes integrales, la ecuacion de
conservacion de la energia da lugar a una ecuacién diferencial ordinaria para
la temperatura del agua en el termo, que se escribe

dT 2 2
pCV— —pP <CT1 + U—1> UlAl +p (CTQ + ’U_2> UQAQ =

dt 2 2
+p1v1dr — povada +q, (2.39)
con la condicién inicial
Tt=0)=1Tp. (2.40)

Haciendo uso de (2.33), se puede reescribir como

dT Q2 Q2 -
PCV%—P(CTrﬁ-@) Q+P(CT2+@ Q=

Q(p1—p2)+4q, (2.41)
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Suponiendo que Ay = Ay, p1 = pay To = T, de (2.31) se obtiene que

v1 = vy, con lo que (2.41) queda como

dT
pcV% + pcl'Q = q+ pcl1Q . (2.42)

Es conveniente utilizar las variables adimensionales

T t Qt
l=—, 7= —=— 2.43
TR (2.43)
con las que (2.42) se escribe
de
—+0=1+a«a, 6(0) =24, (2.44)
dr
donde los dos parametros adimensionales son
q 1o
a=——, f=—. 2.45
pcQTh v T (2.45)
La solucién de (2.44) se escribe
Or)=pB-1—-a)e "+1+a. (2.46)
La solucién estacionaria (7 — 00) es
f.=1+a. (2.47)

En forma dimensional, la temperatura estacionaria a la que tiende el fluido a
la salida del termo es

q
T, =T + ——. 2.48
" peQ (2.48)



Capitulo 3

Analisis dimensional y
semejanza fisica

P.3.1 Caudalimetro

Un caudalimetro de bola (también llamado rotdmetro) es un aparato que
determina el caudal ) que circula por una instalacion mediante la medicion
de la posicién final X a la que queda suspendida una bola, de didmetro d
y densidad ps, en el interior de un tubo troncocoénico vertical de didmetro
caracteristico D por el que circula desde abajo el liquido (la bola permanece
en equilibrio en la posicién X cuando la fuerza de resistencia que ejerce el
liquido sobre ella para el caudal dado se hace igual al peso neto de la bola).
Mediante analisis dimensional halle la relacién funcional més simple posible
entre X y Q. ; Como se simplificarfa esa relacién cuando el nimero de Reynolds
(basado en d 6 en D, ambos didmetros son del mismo orden) es muy pequeno
y la densidad de la bola es mucho mayor que la del fluido? Desprecien también

el efecto de la gravedad en este ultimo caso. Justificar la hipdtesis empleada.
Solucion.

El que la bola alcance una posicién de equilibrio X més o menos elevada

dentro del tubo vertical en el que se encuentra, dependerd de su densidad ps,
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del diametro d, de la gravedad g, del caudal @) que esté circulando, del didmetro
caracteristico del tubo vertical D, ademas de la viscosidad p y densidad p del

fluido cuyo caudal se desea medir. Es decir, la posicién X depende de

X = X(ps,d,9,Q, D, s, p). (3.1)

Figura 3.1: Esquema del caudalimetro y los parametros de los que depende X

Para encontrar la dependencia funcional méas simple entre X y @, se aplicara el
Teorema Il de Buckingham que, al ser un problema puramente mecanico,
permitird eliminar tres parametros de la dependencia funcional (3.1), pues
existen tres dimensiones independientes. Los tres parametros que se eliminaran
seran los que se elijan como dimensionalmente independientes y deberan
contener en sus dimensiones las unidades de masa [M], longitud [L] y tiempo
[t]. Para llevar a cabo la eleccién de estas tres magnitudes se tendrd en
cuenta que posteriormente se simplificard esta relacion de acuerdo con las
consideraciones que se dan en el enunciado: didmetros de la bola y del tubo
del mismo orden (esto supone que no los podremos escoger como magnitudes
dimensionalmente independientes pues entonces apareceria en la funcién la

relacién D/d, o su inversa, que serian de orden unidad y no se podria despreciar
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su efecto), y se considera también que la gravedad es despreciable, por lo que
tampoco se podra elegir como independiente. De los pardametros que quedan
se escogeran, por tanto, la densidad p y la viscosidad p del fluido, y el caudal
@) que circula, representando a las unidades de longitud, masa y tiempo.
La eleccién de g como magnitud dimensionalmente independiente también
estd justificada por el hecho de que se va a simplificar la expresién final en
el limite de nimero de Reynolds muy pequeno, que sabemos que fisicamente
significa que las fuerzas viscosas son dominantes, por lo que interesa que la
viscosidad aparezca en el parametro adimensional asociado a X.

Indicando entre corchetes las unidades de las magnitudes, las de las tres

escogidas como dimensionalmente independientes son

=7 (3.2
=3 (33
a=[5]. 6.4

Las dimensiones del resto de las magnitudes de (3.1) se expresarian como
combinacién de las tres escogidas. Asi, para cada una de las restantes variables

se tiene
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donde los exponentes de las variables dimensionalmente independientes se
han ajustado haciendo coincidir las dimensiones a un lado y a otro de las
igualdades, teniendo en cuenta (3.2)-(3.4). De esta manera, se pueden definir
las siguientes variables adimensionales asociadas a cada una de las magnitudes
de (3.1), descontando las seleccionadas como dimensionalmente independientes

(3.2)-(3.4):

_ ﬁ , (3.10)

Ps
Mo = (3.11)
Tq= ﬁ = Re;?, (3.12)
Tg = p—ng—:;,uE, ’ (3.13)
ﬁ = ReBl , (3.14)

donde Reyg y Rep son los nimeros de Reynolds basados en el didmetro de la
bola y del tubo vertical, respectivamente. Sien (3.1) se introducen las variables
adimensionales (3.10)—(3.14), de acuerdo con el Teorema II de Buckingham se
obtiene la dependencia funcional més simple posible que permitiria conocer
la altura de la bola en funcién del minimo ntimero posible de parametros del

problema,

mx = f(mp,, Rejt,mg, Rep) . (3.15)

Si ahora se considera que la densidad de la bola es mucho mayor que la del
fluido, m,, > 1, que los ntimeros de Reynolds basados en d y en D son ambos
muy pequenos, Req < 1y Rep < 1y se desprecia el efecto de la gravedad,

Ty <K 1, se tiene
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mx ~ constante = K , (3.16)

pues todos los argumentos de f en (3.15) son o bien muy grandes o bien muy
pequenos. Por tanto, en variables dimensionales, la altura que en este caso
alcanzara la bola en el tubo sera,

X = kP9, (3.17)

7

donde la constante K se podria obtener con un tnico experimento.
Para que, como se ha dicho, el efecto de la gravedad sea despreciable, se
tiene que cumplir

53
Ty = g”ﬂ? <1. (3.18)

Esta condicién se verifica si el caudal es tal que

5/3

Q< 75 (3.19)

donde v = p/p es la viscosidad cinemética del fluido. Tomando valores tipicos
para el agua, Vyguq = 106 In2/s, y para el aire vgire = 10~° m2/s, junto con

g~ 10 m/s?, se tiene que

Q< 4x1071m3/s (3.20)

para el agua y

Q < 2x10%m?/s (3.21)

para el aire. Como se puede apreciar, ambas condiciones son muy restrictivas.
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P.3.2 Hélice de un barco

Para disenar la hélice de un barco se planea experimentar con modelos
geométricamente semejantes a escala y utilizar el andlisis dimensional y la
semejanza fisica para extrapolar los resultados del modelo a la hélice real. En

concreto se pide:

1. Relacién funcional més simple posible que proporcione el empuje de la
hélice en funcién de la velocidad de avance, la velocidad angular de giro

y demads magnitudes que intervienen en el problema.

2. Suponiendo que los experimentos con el modelo se hacen utilizando el
mismo fluido (agua de mar) que en el problema real, compruebe que
no es posible la semejanza fisica total. Justifique una semejanza fisica

parcial.

3. Utilizando la semejanza fisica parcial del apartado anterior, y suponiendo
que el diametro del modelo de hélice es la mitad del de la hélice real,

obtengan:

a) Velocidad de avance y velocidad angular de giro que hay que utilizar
en los experimentos con el modelo en funcién de los respectivos

valores en el problema real.

b) Empuje de la hélice en el problema real en funcién del empuje

medido experimentalmente con el modelo de hélice.

Solucion.

1. Para encontrar la relacién mas simple para el empuje E en funcién
de las diferentes magnitudes que intervienen en el problema, lo primero
serd identificar estas magnitudes. Para ello se tendra en cuenta que el empuje

serd funcién: del medio en el que se esté moviendo el cuerpo, dependiendo
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por tanto de su densidad y de su viscosidad dinamica, p y u, respectivamente;
también dependera del peso del cuerpo, es decir, de su masa m y de la gravedad
g; de la velocidad a la que se va a desplazar el barco V; de la longitud del
mismo [; de la velocidad de giro de la hélice 2 y, finalmente, de su didmetro

D. Por tanto, se puede decir que el empuje depende de
E=EFE (p,pu,m,g,V,1,Q, D) . (3.22)

Esta dependencia del empuje, con ocho variables, se puede reducir si aplicamos
el Teorema II de Buckingham y escribimos esa dependencia de forma
adimensional. Para ello, y al tratarse de un problema puramente mecéanico,
se han de elegir tres variables como dimensionalmente independientes que
contengan en sus dimensiones unidades de masa, longitud y tiempo. Se
seleccionaran la densidad, [p] = [M/L3], el didmetro de la hélice, [D] = [L],
y su velocidad de giro, [Q] = [t~!], respectivamente, donde [M] representa la
dimensién de masa, [L] la de longitud y [¢] la del tiempo. De esta manera, el
empuje adimensional dependera de 8 — 3 = 5 variables. El primer paso serd,
por tanto, escribir las dimensiones de cada una de las variables que aparecen
en (3.22) como combinacién de las dimensiones de las variables elegidas como

dimensionalmente independientes. Estas relaciones son:

[E] = [%] = [pD*Q?] | (3.23)
lo) = [o] (3.24)

] = [% — [p0%0)] , (3.25)
[m] = [M] = [pD?] (3.26)

9] = [F? = [DQ?] , (3.27)
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[V]= [ﬂ = [D9], (3.28)
1] =[L] = [D], (3.29)
Q] =[t"] =[9], (3.30)
[D] = [L] = [D] . (3.31)

Por tanto, se pueden definir las cinco variables adimensionales de las que

dependera el empuje, que también se adimensionalizara:

TE = DI (3.32)
= pDLQQ , (3.33)
T = % , (3.34)
Ty = % , (3.35)
- % , (3.36)

= % . (3.37)

Obsérvese que 7, es el inverso de un nimero de Reynolds, con velocidad Q0D, y
74 es el inverso del niimero de Froude con la misma velocidad. Si en la ecuacién
(3.22) se introducen las correspondientes variables adimensionales definidas en

(3.32)-(3.37), se obtiene una relaciéon funcional mas simple para el empuje:

E I m g Vol
= __—F R — 3.38

TE = DIO? <pD2Q’ »D3 D02 DY D> ’ (3.38)
en donde, como se observa, el empuje no depende de cada una de las variables
indicadas inicialmente por separado, sino de una serie de combinaciones de

ellas.
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2. Si en los experimentos con el modelo se utiliza el mismo fluido que en
el problema real (agua de mar), indicando mediante los subindices R y M
la pertenencia de la correspondiente variable al problema real o al modelo,

respectivamente, se tiene

HR =HM Y PR =PM- (3.39)

Ademads, para que exista semejanza fisica entre los dos problemas y poder
extrapolar los resultados obtenidos con el modelo al problema real, es necesario
que todos los pardmetros adimensionales que intervienen en el problema, es
decir, los dados en (3.38), sean iguales en los experimentos con el modelo y en
el problema real. Ello supone que, haciendo uso de (3.39), se deben cumplir

las siguientes relaciones:

MR MR 2 2
prD%O%  pmD3, Qe "~ M (3.40)
mr mm mr mm
- MR _ MM 3.41
DL oDl D3 DA, (340
IR gM 2 2
_ — DRO2 = D2, | 3.42
YR __ VM DO = VaDROR (3.43)
DrOr Do ’
lr Im
D = D rRDMm = lmDr, (3.44)

donde, ademds, se ha tenido en cuenta que gr = gaq. Si de (3.40) se despeja
la relacién de velocidades de giro de la hélice entre ambos problemas, dada
ésta por

Qr D3,

— = = 3.45
= T (3.45)

y se sustituye en (3.42), se obtiene

Dr =D, (3.46)
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es decir, que los didmetros de la hélice en el modelo y en el problema real han

de ser los mismos, por lo que (3.45) se escribe entonces
Qr =0\, (3.47)

teniendo, de nuevo, que han de ser iguales las velocidades de giro de las hélices
en ambos problemas. Sustituyendo (3.46) y (3.47) en (3.41), (3.43) y (3.44) se
obtiene,

mr =mm, VR = VM, v ir =1um. (3.48)
A la vista de estos resultados se concluye con que no habria diferencia entre
el modelo a escala y el problema real cuando ambos problemas se ensayaran
en agua de mar. Es decir, es imposible una semejanza fisica total sin que
los problemas sean idénticos. Ahora bien, si manteniendo la igualdad entre el
fluido en que se ensayardan ambas hélices [suponiendo que, aproximadamente,
p = 1073 kg/(ms) y p = 1000 kg/m?], para una hélice de D = 4 m y con
una velocidad de giro de 2 = 20 rps para un barco de [ = 40 m, una masa de
m =5 Tn y una velocidad de crucero de V = 30 km/h, se estima el orden de
magnitud de cada uno de los parametros adimensionales de los que depende

el empuje, se obtendria

o pDLQQ —49%x10710 (3.49)
T = % — 5/4, (3.50)

Ty = Diﬂ —0,1125, (3.51)
= % — 0,104, (3.52)
= % ~10. (3.53)

Se observa que hay un parametro adimensional muy pequeno, por lo que para

la semajanza fisica entre el modelo a escala y el problema real se podria utilizar
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una semejanza parcial, no exigiendo la igualdad del pardmetro 7, = Re ! <« 1.
Mas concretamente, si la funcién 7w depende de un parametro muy pequeno
como 7, desarrollando en serie de Taylor en torno a m, = 0,

OF (0, T, g, Ty, TV )

g = F (0,7, 7g, m,7v) + 74 +O0(m).  (3.54)

on,
Por tanto, en primera aproximacion se puede eliminar la dependencia del

empuje con 7,

g ~ F (T, Tg, T, V) . (3.55)

Se tiene asi una semejanza fisica parcial en la que sélo hay que exigir las
igualdades (3.41)-(3.44).

3 (a). Si haciendo uso de la semejanza fisica parcial ya comentada, se decide
utilizar una hélice en el modelo con un diametro la mitad del real, es decir,
2D a = Dg, las relaciones (3.41)—(3.44) para obtener los valores de ensayo en

el modelo en funcién de los reales se escriben, respectivamente,

mr

mag = 28 (3.56)
Qm = V20r, (3.57)
Vi = gvn, (3.58)

I = %R . (3.59)

3 (b). Si se cumple la semejanza fisica parcial anteriormente indicada y los
pardmetros my,, T4, T y my son iguales, es decir, si se cumple (3.56)-(3.59),
los empujes adimensionales entre los problemas real y a escala seran también

iguales de acuerdo con (3.55). Esto es,

Er Em

= = 3.60
pR DL, (360)

TER =TEM = ——1 ~5 -
pmD3 Q%



52 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

Teniendo en cuenta que en ambos problemas el fluido es el mismo, que

2Dy = D y (3.57), se obtiene

Er =2Exp = 8F . (3.61)

Es decir, ensayando con un modelo que verifica (3.56)-(3.59) junto con
Dy = Dr/2 y midiendo el empuje con dicho modelo, el empuje real serd,

aproximadamente, ocho veces el medido con el modelo.



Capitulo 4

Fluidostatica y tension
superficial

P.4.1 Frenada de un camion cisterna

Un camién cisterna transporta un volumen V' de un liquido de densidad p.
Debido a un imprevisto, el conductor tiene que frenar hasta pararse cuando
viaja a una velocidad v,. Como consecuencia de ello, el liquido ejerce una
fuerza I sobre la pared frontal del tanque, que se quiere calcular. Suponiendo
que la frenada ocurre con desaceleracién constante en un tiempo ¢y, que el
tanque es un paralelepipedo de longitud [, altura h y anchura e, que el liquido
no llena completamente el tanque, existiendo sobre él un gas a presion p,, y
que el liquido adquiere la nueva disposicién de equilibrio respecto al tanque

en un tiempo mucho menor que ¢y, se pide:

1. Posicién de la superficie libre del liquido durante la frenada. Supongan

que el liquido no toca la pared superior del tanque.

2. Fuerza ejercida sobre la pared frontal del tanque (la presién exterior es

Pa)-
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Vo
— >
Po
h - —
A°
Yy
pL pL
l

Figura 4.1: Sistema a estudiar: (a) moviéndose con velocidad constante v,; (b) frenando con
desaceleracién constante a,

Solucion.
1. Debido a que el fluido adquiere su nuevo estado de reposo en un tiempo
mucho menor que el que dura la frenada, durante ésta, y respecto a un sistema
de referencia que se mueva con el camion (sistema de referencia no inercial),
el fluido se podra considerar en reposo. Por tanto, el calculo de la fuerza que
se desea obtener se hard resolviendo la situacién de fluidostatica en que se
encuentra el fluido respecto al camién [figura 4.1(b)].

Como el sistema de referencia es no inercial, el vector de fuerzas masicas
(MF12.5) tendra el término de gravedad g y el de aceleracién lineal @ debido

al movimiento del sistema de referencia. Por tanto, este vector se escribe

—

fm=g—da, (4.1)

donde @ es la aceleracién asociada a la frenada del camién, cuyo valor es

0 _
Uogx = _&é}rz = —0oCy - (42)
tr tr

a=

Debido a la situacion de fluidostatica, la ecuacion de cantidad de movimiento

(MF12.2) se escribe
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p + pU = constante,, (4.3)

donde U es el potencial de fuerzas maésicas, dado por U = —§-F+ad-F = gz—a,x.
La evaluacién de la constante en (4.3) con alguna condicién de contorno
determinard la distribucién de presién en el interior del liquido. En particular,
se sabe que todo el gas que estd sobre la superficie libre del liquido, de
coordenadas * = z, z = zs(x), se encuentra a presiéon p,. Esta condicién

de contorno proporciona como valor para la constante en (4.3)

constante = p, + pgzs(x) — pa,z, (4.4)

con lo que la distribucién de presion en el liquido quedard en funcién de la
altura desconocida de la superficie libre zs(x). Introduciendo (4.4) en (4.3) se

obtiene

p(x,2) = po+ pg[zs(x) — 2] . (4.5)

Para tener, por tanto, determinada la distribucién de presién en el interior del
liquido en reposo hay que obtener el valor de zs(x).
Introduciendo la incégnita hg como el valor de z; en x = 0, en donde

también p = p,, la constante de (4.3) quedaria como

constante = p, + pghy . (4.6)

Igualando (4.4) y (4.6) se obtiene

2(x) = ho + %x (4.7)
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Para calcular hg se tiene en cuenta que inicialmente la cisterna contenia un
volumen V de liquido, volumen que se conserva en cualquier otro momento de

la frenada; es decir,

V= /0 ) /0 @)y (4.8)

donde e es la profundidad del depdésito (direccién y en la figura 4.1). Usando
(4.7), se tiene

ol?
V=e <h0l n a——) , (4.9)
g 2
de donde
Vo oall
hg=— — —. 4.1
0= el 2g (4.10)

Sustituyendo este valor en (4.7) y en (4.5), se obtiene la distribucién de presion
en el liquido y la forma de la superficie libre en funcién de los datos del
problema.

2. Con la presién conocida en cualquier punto del fluido se esté en disposicion
de calcular la fuerza que el fluido ejerce sobre la pared frontal de la cisterna,
denotada esta superficie por Sy. Tomando el vector normal hacia fuera de esa

superficie como 7l = €, la fuerza neta sobre la pared, Fg,, se escribe

ﬁsf :/S (p — pa) TdS, (4.11)
;

donde p es igual a la presién del liquido en la parte que éste “moja” a la pared,
que vale p, en la parte superior ocupada por el gas, mientras que dS = dzdy.
Separando la integral sobre Sy en dos, una para el liquido que se extiende
desde z = 0 hasta z = z5(l), y otra para el gas, desde z = z4(l) hasta z = h,

la fuerza buscada es
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zs(l
st / / p(l,2) — pa exdzdy—i—/ / — Da)erdzdy.  (4.12)
zs(1)

Como p(l, z) = po + pg (ho + %"l — z), se obtiene

= ho ayl N
Fs, = [epg ( + 7(7) — eh (po —pa)] €y - (4.13)
Esta fuerza puede servir como referencia para disenar la resistencia mecanica

de las paredes de la cisterna frente a las frenadas imprevistas.
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P.4.2 Subida capilar entre dos placas

Calculen la elevacién capilar zg(x) de un liquido de densidad p que se
produce entre dos placas planas verticales que forman un angulo o < 1 (ver
figura 4.2). La tensién superficial liquido-aire es o y el dngulo de contacto 6.
Supongan que las fuerzas de tensién superficial son dominantes frente a las

gravitatorias en el espacio entre placas (den el criterio para que esto ocurra).

T a1

Figura 4.2: Diferentes vistas del problema

Solucion.

La influencia o no de la tensiéon superficial dependerd de la distancia de
separacion entre las placas. Si las placas estdn muy separadas el efecto de
la tension superficial serd despreciable. Por esto, se elegiran dos longitudes
caracteristicas, una para la direccién x, L., = L, y otra para la y, L., = oL,
siendo ésta ultima, si a < 1, la separacion maxima entre las placas. Por tanto,
la longitud en la direccién y serd la que se tenga en cuenta para determinar el
efecto o no de la tensién superficial. Para que dominen las fuerzas de tensién
superficial frente a las gravitatorias, el niimero de Bond (MF13.17) tiene que

ser muy pequeno; es decir,
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_9rL%, _ gp(al)’
g g

B

<1. (4.14)

Bajo esta hipdtesis, la diferencia de presion a través de la superficie libre

vendra dada por la ecuacién de Young-Laplace (MF13.10)

1 1
— = — 4+ — 4.15
p1—p2=0 (Rz + Ry> ) ( )

donde R, y R, son los radios de curvatura de la superficie libre en los planos
xz e yz, respectivamente (ver figuras 4.2 y 4.3). Esta ecuacién nos dara la
forma de la superficie libre una vez especificados los valores de R;, Ry, p1 y
p2. El radio de curvatura R, no es constante, pero es mucho mayor que R,,
por lo que Rim < Riy’ y su efecto no se tendra en cuenta en la ecuacién (4.15).
En cuanto a R, para una distancia genérica = desde el origen (secciéon A-A’

de la figura 4.3), a partir del tridngulo definido por los puntos abe (ver detalle

en la figura 4.3) se tiene

2
cosf = x;g ; (4.16)
es decir,
xa/2
= . 4.1
Y cosd (4.17)

En cuanto al salto de presiones a través de la superficie libre se tiene
p1 = po (ver figura 4.3) y para el calculo de la presién en el punto 2 se
aplicard la ecuacién de fluidostatica (MF12.11) entre z = 0, donde p = p, y
z = z4(x), donde p = po:

p + pgz = constante = pa + pgzs(x) = pq , (4.18)

de donde
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A-A’

A/

0 via
< ox al %gﬁ_

€z /,\/Zs (z)
A v
ax

Figura 4.3: Radios de curvatura de la superficie libre

P2 = pa — pg2s(z). (4.19)

Introduciendo p1, p2 y R, en (4.15) se obtiene

20 cos 6
Pa — Pa + pgzs(v) = ——F | (4.20)
T
y despejando zg(x)
2 6
zolw) = 222 (4.21)
pgox

Esta expresion no es valida (diverge) para z — 0, puesto que en la unién entre

las placas la hipdtesis R, > R, deja de ser correcta.



Capitulo 5

Flujos viscosos de liquidos y
lubricacion

P.5.1 Descarga de un conducto vertical cerrado por arriba

Un conducto circular de diametro D y longitud L > D se encuentra en
posicién vertical y tiene su extremo superior tapado y el inferior abierto a la
atmosfera. En el interior del conducto hay un liquido de densidad p y viscosidad
w. Sila longitud del conducto es inferior a una cierta longitud L*, el liquido
se mantiene en el interior del cilindro por accién de la presion atmosférica.
Sin embargo, si L > L*, parte del liquido saldrd por el extremo inferior del
conducto hasta alcanzar una nueva posicion de equilibrio.

Se pide:

1. Longitud L*. Supongan que la presién de vapor del liquido es
practicamente nula comparada con la atmosférica y desprecien el efecto

de la tension superficial.

2. Si L > L*, escriban la ecuacién diferencial que describe el movimiento de
la superficie de separacién xg(t), entre liquido y vapor (ver figura 5.1),
en el tiempo. Supongan que las fuerzas de viscosidad son dominantes en

el movimiento del liquido (den los criterios para que esto sea cierto).
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3. Integren la ecuacion anterior y den el valor final de zg.

Pa

Figura 5.1: Esquema de la descarga del conducto

Solucion.
1. De acuerdo con el enunciado el liquido no cae si L < L* y cae hasta alcanzar
un equilibrio si L > L*. Para el cédlculo de la longitud critica L* se utiliza la

expresién hidrostatica (MF12.11),

p+ pU = p+ pgz = constante , (5.1)

pues en equilibrio el fluido estd en reposo. Aplicando la condicién de contorno

z2=0,p = p, ala ecuacién (5.1) resulta

D= Pa — PYz - (5.2)

Para una longitud critica z = L* la presién es p = p, >~ 0 y la ecuacion anterior

queda

pa — pgL* =0; (5.3)

luego la longitud critica es
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L= % 1 (5.4)

Para este cdlculo se ha supuesto que la presién de vapor del liquido (p,) es
practicamente cero y se han despreciado los efectos de la tension superficial.

2. S5i L > L*, el liquido baja por accién de la gravedad. Como las fuerzas
viscosas son dominantes en el movimiento, el caudal viene dado por la ecuacién

de Hagen-Poiseuille (MF15.5),

7D* 9(p + pU)
1280 oz

Aplicando las condiciones de contorno (ver figura 5.1 para las coordenadas)

Q=—

. (5.5)

r=1L,2=0,p=pa,
meS(t% z:L—xS(t),p:pv%O, (56)

se llega a la expresién para el caudal

mD*{pg|L — z5(t)] — pa}
1284 [L — 2g(t)] '

Por conservacion de la masa, este caudal es igual al producto de la seccién y

Q=

(5.7)

la variacién temporal de zg(t),

7D? dxg
@=—Ta

de donde se obtiene la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la

(5.8)

superficie de separacion zg(t) entre el liquido y el vapor,

de—D2[g— Pa ] (5.9)

dt - 32u L—zg

'Para agua en la superficie terrestre esta longitud vale, aproximadamente, 10,5 m,
mientras que para mercurio (experimento de Torricelli) vale 780 mm, aproximadamente.
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Esta ecuacién debe ser resuelta con la condicién inicial

zg(t=0)=0. (5.10)

Para que las ecuaciones (5.7) y (5.9) sean validas se deben cumplir
una serie de requisitos. En primer lugar, la longitud L debe ser mucho
mayor que el didmetro D, en cuyo caso el movimiento se puede considerar
casi unidireccional. Ademas, se debe verificar que las fuerzas viscosas sean
dominantes. El criterio para esta hipdtesis es Re% < 1, donde Re es el nimero
de Reynolds basado en el didmetro (MF15.20),

Re = VD , (5.11)
I
siendo V' la velocidad caracteristica del movimiento: V' ~ %. De (5.8) se tiene

que Q ~ Dt—iL, donde ty es un tiempo caracteristico de bajada del liquido, que

se puede obtener de (5.9), tg = %Zg. De este modo, V' ~ % ~ %22“;, y la
condicién Re% < 1 queda
D'pg
1. 5.12
32u2L < (5.12)
Por 1ultimo, es necesario que se cumpla la hipotesis de casi estacionariedad
del proceso, por lo que % < 1 (MF15.21). En resumen, se deben verificar

las siguientes condiciones:

D p>Dg

— 1
LS 32u2L

<1, (5.13)

pD?
Hto

Obsérvese que los requisitos RED < 1ly

< 1 dan lugar a la misma
condicion, pues los dos derivan de la hipdtesis de fuerzas viscosas dominantes

y en este problema el tiempo caracteristico ¢y es del mismo orden que el tiempo
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de residencia % El factor numérico 32 se ha mantenido en la condicién (5.13)
por ser bastante mayor que la unidad.
3. La ecuacién (5.9) es de variables separadas y se puede integrar de forma

genérica. Teniendo en cuenta la condicion inicial (5.10), se tiene

Tg t D2
/ _dws dt : (5.14)
0 (pg - Lﬁ‘;s) 0 32'u

que integrada proporciona

1 Pa Pa — p9L :| } Dt
{ pg | Pa—pg(L —xs) 324 (5.15)

que es una expresion implicita para xg(t).

El valor estacionario de xg se obtiene haciendo dj—ts =0 en (5.9), con lo
cual
zg(oo) =L Yo %, (5.16)
Py

que obviamente se relaciona con la longitud critica L* calculada en el primer
apartado. Si L > L* el fluido cae y xg(o0) > 0. Otra forma de obtener este
valor estacionario de xg es haciendo uso de la solucién (5.15). En el limite

formal ¢t — 00, se debe verificar

Pa — pg[L - $S(OO)] =0, (5'17)

llegandose al mismo resultado anterior (5.16).



66 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

P.5.2 Cinta transportadora

Una cinta transportadora inclinada un angulo « se utiliza para elevar un
liquido de densidad p y viscosidad p. Suponiendo que la velocidad de la cinta
es V', que las fuerzas de viscosidad son dominantes en el movimiento del liquido

v que la altura del mismo sobre la cinta es constante e igual a h, se pide:

1. Perfil de velocidad del liquido. Dibijelo y obtenga el valor de h para el

cual la velocidad del liquido en la superficie libre es nula.

2. Caudal de liquido transportado por unidad de anchura de la cinta. ;Para

qué valor de h se hace cero el caudal?

3. Si la longitud y anchura de la cinta son a y b, respectivamente,

,qué potencia hace falta para mover la cinta transportadora?

g

Figura 5.2: Esquema del problema y de las coordenadas

Solucion.
1. Perfil de velocidad del liquido.
Las hipétesis de partida del problema son fuerzas viscosas dominantes,
estado estacionario y h < a, siendo a la longitud de la cinta transportadora.
Es conveniente trabajar en wunas coordenadas perpendiculares y
tangenciales al plano inclinado, en las que el movimiento es unidireccional
y paralelo al eje x (ver figura 5.2). Estas coordenadas estén relacionadas con

el eje vertical z mediante
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z=xsena + ycosa. (5.18)

Como la cinta se mueve a una velocidad V' en la direccién x, se tiene que
la velocidad del fluido ¥ = uéy, por lo que, segin la ecuacion de conservacion

de la masa para un liquido incompresible (MF14.1),

ou

= 1
o 0, (5.19)
lo que implica que u # wu(z). Para calcular el perfil de velocidad u = u(y)

hacemos uso de la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién x

(MF14.7), siendo el gradiente de la presién reducida

opr _ O(p+pU) _ O(p+pgz)

n 5 5 5 pgsena, (5.20)
con lo que (MF14.7) queda
82
0= —pgsena + ,ua—yg . (5.21)
Las condiciones de contorno son
u=V,y=0, (5.22)
ou
— =0 =h. 5.23

La primera condicién de contorno deriva de la ausencia de deslizamiento
entre el fluido y la cinta transportadora, mientras que la segunda se debe
a la igualdad de esfuerzos cortantes entre el liquido y el gas (udu/dy =
LaireOu/0y). Como la viscosidad dindmica del aire es mucho menor que la
del liquido (pgire < 1), en primera aproximacién se puede suponer que el

esfuerzo cortante del liquido es nulo en la superficie libre.
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De la ecuacién (5.19) se tiene que las derivadas parciales en (5.21) y (5.23)
son derivadas totales. Integrando la ecuacion (5.21) y aplicando las condiciones

de contorno (5.22)-(5.23), se llega a

_pgysena [y
u= PR (2 h>+V. (5.24)

En la figura 5.3 se representa esquemadticamente la funcién v = u(y). Noétese
como la pendiente es nula en y = h para el cumplimiento de la condicion de

contorno en el interfaz liquido-gas.

u

Figura 5.3: Esquema del perfil de velocidad u = u(y)

De acuerdo con la solucién (5.24), la velocidad en la superficie es nula si h vale

2
he bt = | —2VE (5.25)
pg sen

Se entiende, por tanto, que en la figura anterior h < h* [u(h) > 0].
2. Caudal de liquido transportado por unidad de anchura de la cinta.
El caudal ¢ que circula por unidad de longitud perpendicular al plano (z,y)

€S

h
q:/ udy . (5.26)
0
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Sustituyendo u de (5.24), se tiene

q:h<V— (5.27)

pgh? sen o
3 )

Existe una altura critica h** para la cual no hay caudal neto, es decir,
q = 0. En otras palabras, habra un espesor de liquido critico h** para el que

baja el mismo liquido que sube. De (5.27) se deduce que

3Vu

W=y —.
pgsen

(5.28)
En la figura 5.4 se representa graficamente qué le ocurre al perfil de velocidad
para que el caudal neto sea nulo: la integral de la velocidad u(y) desde y=0

hasta y=h"* es idéntica a la de u(y) desde y=h* hasta y=h**.

*

y=h

u=0
Figura 5.4: Esquema del perfil de velocidad u = u(y) para ¢=0

3. La potencia que hace falta para mover una cinta transportadora de longitud

a y anchura b, es

P=FEV, (5.29)
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donde F} es la fuerza ejercida en la direccion x por el fluido sobre la cinta
transportadora, es decir, F, = ab|7';y|y:0, donde |T;y|y:0 es el esfuerzo cortante
entre la cinta transportadora y el liquido (MF7.27). Por lo tanto,

’ ou

-y = —h 5.30
Toy = Hg, pgsena (y —h) , (5.30)

que para y = 0 y sustituyendo en (5.29), se tiene

P=F, V= abV|T;y|y:0 = pghabV sen . (5.31)
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P.5.3 Viscosimetro de cono y plato

Un viscosimetro de plato y cono consta de una superficie conica que se
apoya normalmente a su eje sobre su vértice en una superficie plana (ver
figura 5.5). El fluido cuya viscosidad se desea determinar se coloca sobre la
superficie plana y se hace girar la superficie conica alrededor de su eje con una
velocidad angular w constante; la medida del par necesario para hacer girar al
cono permite obtener la viscosidad.

Se desea determinar la relacién que existe entre la viscosidad p del fluido,
el par I', la velocidad angular de giro w y las dimensiones geométricas del

viscosimetro. En particular se pide:

1. Suponiendo que el flujo es incompresible, que se ha alcanzado el estado
estacionario y que la unica componente no nula de la velocidad es la
azimutal vy, escriban la ecuacién diferencial y las condiciones de contorno
que proporciona vy(r, #) [utilicen las coordenadas esféricas (7,0, ¢) de la
figura 5.5]. Esta ecuacién serd valida para la mayor parte de la regién

entre cono y plano si 6, es muy pequerno.
2. Escriban la expresién para el par en funcién de vg.

3. Hallen vg y el par sabiendo que vy (r,60) = rf(0) y suponiendo que el
angulo del cono 6, es muy pequeno. Para ello hagan § = 7/2— 3, 5 < 1,

en la ecuacién diferencial ordinaria para f(0) y simplifiquenla.

Solucion.
1. Ecuacién diferencial y condiciones de contorno.

Las hipdtesis de partida del problema son movimiento unidireccional
(U = wvg€y), estado estacionario y flujo incompresible. De la ecuacién de

continuidad en coordenadas esféricas (MF1.27) se tiene que
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Figura 5.5: Esquema del viscosimetro

19 (rv,) N 1 O (senbuy) N 1 vy Ovy
r2  QOr rsen 0 00 rsenf 0p O

0, (5.32)

lo que implica que vy # v4(¢). A esta misma conclusién se llegarfa aplicando

la condicién de simetria axial del flujo.

Para calcular el perfil de velocidad vy = vg(r, §) hacemos uso de la ecuacién
de cantidad de movimiento en la direccién azimutal ¢ (correspondiente a la
ultima ecuacién de MF §7.8) en la que se desprecian las fuerzas masicas y
se tiene en cuenta que también la presién es axilsimétrica, p = p(r,0). La

ecuacion diferencial queda [recuérdese que v, =vg = 0y vy # V()]

3<T2%> a{ L o(gsen0)) (5.33)

or or + 90 |senf 00
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que ha de resolverse con las tres condiciones de contorno siguientes:

vy # 0o, =0, (5.34)
%zo,azg, (5.35)
vy =rwcosby,l = g — 6. (5.36)

La primera condicién de contorno nos dice que la solucién debe ser regular
en el origen, la segunda se debe a la ausencia de deslizamiento entre el fluido
y la superficie plana fija, mientras que la tercera condicién de contorno se
relaciona con la proyeccién de la velocidad lineal de giro de la superficie cénica
correspondiente a la velocidad angular de giro w aplicada.
2. Expresiéon para el par I

El par es el producto de la fuerza de friccion en la superficie conica por
la distancia al eje de giro integrado sobre la superficie. La componente del
esfuerzo que nos interesa es Té s en la superficie definida por 6 = 5 — 0. Asi,

el modulo del par es

2w R
=)
0 0

/ . .
donde 7, > due representa el esfuerzo viscoso sobre una superficie # constante

12 cos? Oydrde (5.37)

_
%’(@:g_%)

en la direccién ¢, viene definido por (ecuaciones en coordenadas esféricas de

MF §7.7)

/ senf 0 )
ne=n |05 ()] (5.39)

T sen 6

donde se ha tenido en cuenta que vy = 0.
3. Célculo de vy(r, 0).
Se propone en el enunciado la solucién de semejanza vy = rf(6).

Sustituyendo en (5.33), queda la siguiente ecuacién diferencial ordinaria para

f:
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%{Jrcow%”(z—@):o, (5.39)
lo cual indica que, efectivamente, el problema admite ese tipo de solucién.
Ademas, se propone el cambio 3 = § — ¢ con < 1. La ecuacién anterior
queda entonces, en primera aproximacion,

%7; +f=0, (5.40)
cuya solucion general es f = Cysen S + Cycos 8. En el limite 8 < 1, esta

solucién se escribe f ~ C18 + Cs. Aplicando las condiciones de contorno

(5.34)-(5.36), la funcién f queda

wB  w(Z-0)
=—=—=7 41
o= (541)
es decir,
rWw [T

Por 1ltimo, en la ecuacién del par (5.37) hay que introducir, a través de

(5.38) v (5.42),

’ Hw

Una vez integrada la ecuacién (5.37), el par I', en el mismo limite utilizado

para obtener (5.43), tiene la expresién

B 21w R3

r= 44
30, (5.44)

Se cumple por tanto el objetivo del viscosimetro, que es poder determinar

la viscosidad dindmica p a partir de la medida del par I', porque el resto de
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parametros en (5.44) son constantes y conocidos. En la practica, dado que se

han hecho una serie de hipétesis simplificadoras, se utiliza la expresion

B KuwR3

r
6y

(5.45)

donde K es una constante de calibracién que se determina empiricamente.
Indicar, finalmente, que este tipo de viscosimetro es muy utilizado tanto para
fluidos newtonianos, que es el caso del problema resuelto, como para fluidos

no newtonianos.
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P.5.4 Subida mediante un émbolo de un liquido por un conducto
A través de un conducto vertical de seccién circular y diametro D se extrae
un liquido de densidad p y viscosidad u por la accion de un émbolo de masa
M sobre el que se ejerce una fuerza vertical hacia arriba F' (ver figura 5.6).
Suponiendo que las fuerzas de viscosidad son dominantes en el movimiento del
liquido en el interior del conducto, que la friccién del émbolo con las paredes

del conducto es despreciable y que la fuerza F' es constante (y conocida), se

pide:
1. Ecuacién diferencial que describe h(t).

2. Condicion que debe satisfacer F' para que el liquido no cavite.

3. Resolver la ecuacion del apartado 1 en el supuesto de que la inercia del
émbolo sea despreciable. Den el criterio que se debe satisfacer para que
esta condicion se cumpla, asi como los criterios para que las fuerzas de

viscosidad sean dominantes en el movimiento del liquido.

B!

T

—

ZUL Pa

sl

Figura 5.6: Esquema del problema
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Solucion.
1. Para conocer la ecuacién diferencial de h(t) realizamos el balance de fuerzas
en el émbolo que, segin la segunda ley de Newton, es

d?h D?

v
MW—F—M9+T(p1—pa), (5.46)

donde los distintos términos hacen referencia a la aceleracion del émbolo o
fuerzas de inercia, la fuerza F' aplicada, la fuerza gravitatoria sobre la masa
M y la fuerza de presién (contrarios a la superficie del émbolo y en los que el
subindice 1 hace referencia a la regién de fluido justo debajo del émbolo). De

esta expresion se obtiene la diferencia de presién

4 d*h
o= —— (M= —F+ Mg . 4
pL—D 7TDQ< e + g> (5.47)

El caudal @ que circula por el conducto vertical viene dado por la ley de

Hagen-Poiseuille (MF15.5),

mD* 9 (p + py>)

= 5.48
@ 128 Ox ' (5:48)
que integrada a lo largo del conducto queda como
1281 h p1+pgh
_ = 4
S LR BTN (549)
que resulta
128
——2Qh = p1 + pgh — pa . (5.50)

w D4

Por conservacion de la masa, el caudal () estd relacionado con h mediante

7D? dh
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Sustituyendo (5.47) y (5.51) en (5.50) se llega a la ecuacién diferencial para h,

M=—= =F— Mg T

d’h _ wD? [32uh dh
dt? 4

+ pgh] . (5.52)
Es conveniente adimensionalizar esta ecuacién. Para ello definimos las

variables adimensionales

h t h
:_77-:_7%:_07
ho to to

B (5.53)

donde hg es una altura caracteristica (por ejemplo, una altura inicial) y to
es un tiempo caracteristico que determinaremos a continuacion. La ecuacién
(5.52) queda

Mho d?3 B Mg 87T,uh% dg tzpghoﬁ

FtZ at? F  Fty "dr 4F

(5.54)

donde se han dividido todos los términos por la fuerza F para que
sean adimensionales y para que el término motriz, que nunca va a ser
despreciable, aparezca como la unidad. El valor del tiempo caracteristico ¢,
viene determinado por el término de fuerzas de friccién [tercer término en el
segundo miembro de (5.54)], puesto que la inercia [primer miembro de (5.54)]
puede ser despreciable, y de hecho se va a despreciar en el tercer apartado.

Por simplicidad hacemos

_ 8muhd
to = 5 (5.55)
de forma que (5.54) se escribe
d*p Mg ,dp
CP 29 3% 5.56
Y2 PP (5:56)

donde se han definido los pardmetros adimensionales
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MF

= 5.57
“ 64m2p2hd (5:57)
que caracteriza la inercia del émbolo, y
mD?pghy
= ———— 5.58
gl i (5.58)

que caracteriza las fuerzas gravitatorias frente a F'. En (5.56) aparece un tercer
parametro adimensional, %, que caracteriza el peso del émbolo frente a F.
La ecuacién (5.56) hay que resolverla con las condiciones iniciales
dp

=1y E:O en7=0. (5.59)

2. Para que el liquido no cavite, la presion en 1, que tiene que ser menor que
Pq Para que exista el movimiento ascendente del liquido, debe ser mayor que la
presién de vapor del liquido p,, p1 > p, = 0. Esta condicién se traduce, segun
la ecuacién (5.47), en que la fuerza F' aplicada al émbolo tiene que cumplir la
condicion

nD? d’h

F<— Mg+ M—. 5.60
1 Pat Mg+ M (5.60)
Si la inercia del émbolo fuese despreciable, el umbral para F' impuesto por la
condiciéon anterior seria
nD?
F< 4 Pa + Mg. (5.61)

3. De acuerdo con (5.56), la inercia del émbolo serd despreciable en el

movimiento si a < 1; es decir, si

0
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Con esta condicién, la ecuacién (5.56) quedaria, en primera aproximacion,

dp
— =0- 5.63
= V8, (5.63)
donde se ha definido el pardmetro
Mg
o=1-——. .64
fa (5.64)

La solucién de (5.63), teniendo en cuenta la condicién inicial B(1 = 0) =1, es

) o—v\ _
1—ﬂ+;ln(5_75>—77. (5.65)

En variables dimensionales, la solucién anterior se escribiria

h A(F — Mg) [4(F — Mg) - WDngho] _ Dt (5.66)

1 - = .
ho + wD2pghg 4(F — Mg) — wD?pgh 32vhg

Este resultado es vélido si las fuerzas viscosas son dominantes; es decir, si

[ver (MF15.20) y (MF15.21)]

R D
Re— <1 y ReSt—<1, (5.67)
L L
siendo Re = @, St = ﬁ, Vo = }Z—(‘; y L la longitud del conducto. Haciendo

uso de (5.55) y expresando estas condiciones con los datos del problema, se

tiene que

pFD? pFD?

—_— — K 1. 5.68
8mu? Lhg Y 8w u2hd < (5.68)

Se ha mantenido el factor 8t al no ser de orden unidad.
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P.5.5 Flujo radial producido por la caida de una placa dentro de un
depésito

Un depésito cilindrico de radio interior R contiene un liquido de densidad
p y viscosidad p hasta una altura hg < R. Sobre este liquido se deposita una
placa cilindrica de radio R y masa M con un orificio en el centro de radio
a < R (ver figura 5.7). Bajo la accién del peso de la placa, y suponiendo que
no hay holgura entre el disco y las paredes del depésito, el liquido empieza a
salir por el orificio. Se desea averiguar el caudal en funcién del tiempo Q(t)
que sale por el orificio. Para calcularlo supongan que las fuerzas viscosas son
dominantes en el movimiento radial del liquido entre la placa y el fondo del
deposito, que el rozamiento entre el disco y las paredes laterales del depdsito
es despreciable, y que también es despreciable la inercia de la placa.

Den también las condiciones, en funcién de los datos del problema, que se

deben verificar para que la expresién Q(t) obtenida sea vélida.

o T Q1) y l 9

\

Figura 5.7: Esquema del sistema a estudiar
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Solucion.
Aplicando la ecuacion de conservacién de la masa en forma integral (MF5.7) al
volumen de control que ocupa el liquido entre el disco y el fondo del depdsito

cilindrico se tiene que

dh ___odh

Q) = ~m(R? — o)) = —rR L

(5.69)

donde se ha usado la condicién a < R. Por tanto, debemos conocer h(t) para
calcular Q(t).

Al ser la altura inicial hy < R y ser dominantes las fuerzas viscosas
en el movimiento, se debe resolver la ecuacién de Reynolds (MF16.38), con
(MF16.32), (MF16.36) y (MF16.37). El sistema de coordenadas curvilineas
(a, B) de la ecuacién de Reynolds viene dado en este caso por las coordenadas

cilindricas (r,6):

y=z, (5.70)
a=r,hg=h =1, (5.71)
B=0,hg=hg=r. (5.72)

Para la otra coordenada y perpendicular al plano se toma la referencia y = 0 en
el fondo del depésito cilindrico (ver figura 5.7). Asi, las ecuaciones (MF16.32),
(MF16.36) y (MF16.38) quedan como

dp
= ——, 5.73
P B (5.73)
h3
r = oy 74
G = g, (5.74)
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dh 0 (rqy)
TE—F or

=0, (5.75)

respectivamente. Por otro lado, el caudal en la direcciéon r por unidad de
longitud segun 6, ¢,, se relaciona con el caudal desconocido Q(t) a través de

la expresién

Q(t) = 27rey),_, - (5.76)

Al integrar la ecuacién (5.75) respecto a r se tiene

r2 dh

donde C] es una constante que puede depender del tiempo y que se determina

mediante la condicién de contorno en la pared lateral del depdsito r = R:

¢ =0 <%:0> en r=R. (5.78)

Asi, el caudal por unidad de longitud resultante es

R* — 12\ dh

Obsérvese que (5.69) se cumple al sustituir (5.79) en (5.76) para r = a. A
continuacién, para determinar la distribucién de presién p(r,t), es necesario
introducir el valor ¢,(r,t) en (5.74) y, teniendo en cuenta la definicién (5.73)

de p,, integrar de nuevo la ecuacion resultante, llegdndose a la expresién

R? r2\ dh h3
(- — ) = .
< 5 7 4) 7 12“1)4—02, (5.80)

donde C5 es otra constante de integracion que puede depender del tiempo y

que se determina gracias a la condiciéon de contorno
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D~pe, €0 T=a. (5.81)

Reagrupando términos y simplificando logaritmos queda la siguiente expresion

para la presién

R?In (f> - M] . (5.82)

Conocida la distribuciéon de presién debajo de la placa, que depende de
h(t) a través de su derivada, la ecuacién diferencial que proporciona h(t) se
obtiene de la ecuacion dindmica de la placa. Despreciando la inercia de la
placa, Md?h/dt?, y el posible rozamiento entre la placa y el depésito, esta
ecuacion es simplemente un balance entre el peso de la placa y las fuerzas de

presion,

R
Mg+ 7(R? — a®)p, — 27r/ p(r, t)rdr ~0, (5.83)

donde se ha tenido en cuenta que la presién sobre la placa es p,. Sustituyendo
(5.82) e integrando, esta ecuacion se escribe, despreciando términos pequenos

del orden de a?/R?, como

1 dh Mg

—_— = — ; 5.84
P o n () ] o

Es conveniente adimensionalizar esta ecuacién mediante el uso de las variables
adimensionales de orden unidad
h t

n:h_o y T:E’ (5.85)

donde hg es la altura inicial y ¢, es el tiempo caracteristico del problema que,

sustituyendo (5.85) en (5.84), resulta ser
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| Gt [ (8) - 9]

(5.86)
¢ h(z)M g
Con estas variables, (5.84) queda
1 dn
— 5.87
Resolviendo la ecuacién con la condicion inicial
n(0) =1, (5.88)
se obtiene la solucién
- (5.89)
= V1427 .
0, en su forma dimensional,
h
h = = . (5.90)
Mgh
V BT e
Finalmente, sustituyendo (5.90) en (5.69), se obtiene el caudal pedido
2 Mg hg
Q(t) =7R = (5.91)

4 Ry _ 3 3
67T/~LR [ln (a) 4] + Mghg " 2
sk ()~ 3]
La solucién anterior es valida si, ademds de la condicién hg/R < 1, se
verifica que las fuerzas viscosas son dominantes sobre la inercia, tanto la
conveccién de cantidad de movimiento como la aceleracién local del fluido;

es decir, si [ver (MF16.29)]

ho  pVeho ho ph}
Rel0 — Pehofio
‘B 4 RSV Y 4

<1. (5.92)
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Como la velocidad caracteristica V. en la direccién r es del orden de ¢, /ho,
que de acuerdo con (5.79) y (5.84) resulta ser V. ~ Rh3Mg/[6ruR* In(R/a)],?

la primera condicién (5.92) se escribe

4
pMg h0>
— | = 1. 5.93
6ru2ln (£) <R (5.93)

Teniendo en cuenta (5.86), la segunda condicién en (5.92) queda exactamente
igual que (5.93). Por ultimo, la hipdtesis de inercia de la placa despreciable,

hecha en la ecuacién (5.83), es aproximadamente valida si

ho
Mz < Mg; (5.94)
es decir, si
M? ho\®
g <—°> <1. (5.95)
367722 [m (£)]7 \ R

Como h—ﬁ < 1, las condiciones (5.93) y (5.95) se van a verificar siempre que la

masa de la placa no sea extremadamente grande.

2En la estimacién de los 6rdenes de magnitud se va a despreciar el término 3/4 frente a
In(R/a), pero se va a retener el factor 67 debido a que no es de orden unidad.
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P.5.6 Pelicula liquida producida por un chorro sobre un cilindro
Un caudal @) de un liquido de densidad p y viscosidad p sale de un conducto
vertical para incidir sobre la base horizontal de un cilindro vertical de radio R,
mucho mayor que el didmetro del conducto. Supongan que el movimiento del
liquido sobre este plano horizontal es casi unidireccional suficientemente lejos
del chorro que sale del conducto y que las fuerzas de viscosidad son dominantes
en ese movimiento (ver zona superior ampliada de la figura 5.8). El mismo
chorro cae sobre la superficie lateral del cilindro formando una pelicula fluida
de espesor H), < R (ver zona inferior ampliada de la figura 5.8). Supongan que
las fuerzas viscosas son también dominantes en el movimiento de la pelicula
liquida descendente y que la tensién superficial es despreciable en la interfaz

liquido-aire. Se pide:

1. Hallar la altura H(r) del liquido sobre la base del cilindro. Por
simplicidad, supongan que la altura final H; es conocida (ver detalle

en la parte superior de la figura 5.8).

2. Perfil de velocidad en la pelicula liquida que desciende por la superficie

lateral del cilindro.
3. Espesor constante H,, de la pelicula liquida que cae lateralmente.

4. Reescriban la solucién del apartado 1 suponiendo que Hy ~ H,.

Solucion.
1. Altura H(r).

Analicemos en primer lugar la zona ampliada, relacionada con la base
horizontal del cilindro, de la figura 5.8. En esta regiéon se tiene un movimiento

estacionario, axilsimétrico y casi unidireccional de un liquido. Para poder



88 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

{g
- H
iQ Pa Zr Hr {
R |
=
|| Hy
D=2R *DHP
Ve

Figura 5.8: Esquema del problema y detalle de la regién superior

conocer H(r) se procede en primer lugar a calcular el perfil de velocidad
suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento.

De la ecuacién de conservacién de la masa (MF6.5) en coordenadas
cilindricas (MF1.18) se tiene v, = v.(r,z) y v9 = v, =~ 0. Por otro lado,
las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones r y z (ver MF
§16.3) quedan como
d(p + pgz) 0%v,

+ g

0=~ or 022"’

(5.96)

9 + pgz) (5.97)

0=
0z ’

respectivamente, donde se ha supuesto que las 1inicas fuerzas masicas son las

gravitatorias. Integrando esta ultima ecuacién con la condicién de contorno

P=pa,z=H(r), (5.98)

se tiene que la distribucion de presion en la pelicula liquida es
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P =Dpa+pglH(r)—2z]. (5.99)

La ecuacién (5.96) queda entonces

8%,  dH(r)

= 1
Wgm =PI (5.100)
que integrada dos veces resulta
pg dH(r) ,
= , 101
2 dr 2° 4+ Crz + Cy (5.101)

donde Cy y C5 son constantes de integracién, que se obtendran de las

condiciones de contorno

v, =0,2=0, (5.102)
vy
8”2 ~0,z=H(r). (5.103)

La primera de las condiciones tiene en cuenta la ausencia de deslizamiento del
liquido sobre la superficie sélida, mientras que la segunda se debe a que la
viscosidad dindmica del aire es mucho menor que la del liquido y, por tanto,
se puede suponer, en primera aproximacién, un esfuerzo cortante nulo en la

interfaz aire-liquido. Teniendo en cuenta estas condiciones,

Oy =0, (5.104)
H(r)dH

o LAGKL (5.105)
o dr

por lo que la expresién definitiva de (5.101) para v, es

pg dH

==t [H(r)z - ’%] . (5.106)

Como el caudal total @) es constante y conocido, por conservacion de la

masa se deduce que
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2r  pH(r) 2 dH H(r) 2
Q= / / vyrdzdf = — 2P [H(r)z - Z—] dz, (5.107)
o Jo poodrJo 2

por lo que se llega a la siguiente ecuacién diferencial para H(r)

2mrpg H? dH

C=——"3

(5.108)

A esta ecuacion se podria haber llegado también calculando el caudal ¢, por

unidad de longitud,

Hr)
qr = / vpdz, (5.109)
0

y teniendo en cuenta, de la ecuacién de Reynolds (MF16.38), que

rq, = constante = Q . (5.110)
27

Integrando (5.108) junto con la condicién de contorno H(R) = Hy, se tiene

el espesor H(r) pedido:

6 R>4 . (5.111)

H(r) = (Hj?—i— w—pgln?

2. Perfil de velocidad en la cara lateral del cilindro.

Como el movimiento es también casi unidireccional, ahora en el eje x
(ver figura 5.8), se tiene por continuidad y axilsimetria, ¥ o~ v;(r)e;. Se ha
introducido la coordenada = pues z no tiene el mismo sentido del flujo (la
equivalencia es = —z). El hecho de que v, no dependa de x implica que el
espesor H), es constante.

La ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién z, suponiendo que

las fuerzas viscosas son dominantes, es (MF16.30)
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d?v,

o+ Md—y? =0, (5.112)
donde y es la coordenada perpendicular a la superficie lateral del cilindro
(y = r — R, ver zona ampliada de la figura 5.8 que se corresponde con la cara
lateral del cilindro). La ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién
radial, O(p + pgz)/0y = 0, nos dice que la presiéon no depende de la direccién
1y, por lo que p = p, en toda la pelicula liquida. Por tanto, la presiéon reducida
vale, py = —0(p + pgz)/0x = pg. Las condiciones de contorno para (5.112) son
idénticas a (5.102)-(5.103), pero aplicadas a la pared lateral; es decir,

v, =0,y=0, (5.113)
vy
—~0,y=H,. 5.114
ay Y p ( )

Integrando (5.112) y aplicando las condiciones (5.113)-(5.114) resulta un perfil

de velocidad

_pgy ( y)
= (H,—=). 5.115
Vg L P 9 ( )

3. Espesor de la pelicula H,.

Para calcular el espesor, procedemos de la misma forma que en el apartado
1, es decir, calculamos el caudal @ (conocido) en funcién de la altura constante
H, a través de la ecuacién de conservacion de la masa (suponiendo que

H, < R)

Hp 2rRpgH?
Q= 2773/ vpdy = ki , (5.116)
0 3

de donde

1

_( 3Qu \?
Hp_<27erg> . (5.117)
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4. Solucién del apartado 1 suponiendo que Hy ~ H,.
Sustituyendo Hy = H)p en (5.111), donde H), viene dado por (5.117), se

llega a

H(r) ~ lﬁQ—Z (Inr —InR) + <2?§%ﬁg> 3] . (5.118)



CAPITULO 5. FLUJOS VISCOSOS DE LIQUIDOS Y LUBRICACION 93

P.5.7 Flujo no newtoniano en un conducto

Se desea averiguar cémo descarga a través de un conducto de didmetro D
y longitud L > D un fluido no newtoniano cuya componente relevante del
tensor de esfuerzos viscosos viene dada, en coordenadas cilindricas (r,0,x),

siendo x la direccion a lo largo del conducto, por

ou\"
= - A1
o= (-5) (5,119

donde m y n son constantes conocidas y u es la componente de la velocidad

en la direccién z. En particular, se pide:

1. Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes, hallen la ley equi-
valente a la de Hagen-Poiseuille para este tipo de fluido que proporciona

el caudal @@ en funcion de py.

2. Evolucién temporal de [(¢) suponiendo que [(0) = L (ver figura 5.9).

p
a Tx

Figura 5.9: Esquema del flujo en el conducto
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Solucion.
1. Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes, la ecuacién de cantidad

de movimiento en la direccién z, haciendo uso de (MF15.1) y (5.119), se escribe

10, ,\ m 0 ou\"l
pz+;5 (TTm) =P [7“ (_E> ] =0. (5.120)

Integrando esta ecuacion dos veces e imponiendo las condiciones de contorno
de regularidad de la velocidad en el eje y de velocidad nula en r = D/2, se

llega a la siguiente distribucion radial de la velocidad:

1/n (n+1)/n
P (p’ ) / [<2> —r("“)/"] . (5.121)

n+1\2m 2

FEl caudal se obtiene de la integracién de esta expresién en la seccién del

conducto:

3n+1

b/ nmw D\ » DL\ w
Q:27r/0 rudr = o <5> (%) : (5.122)

que es la expresién equivalente a la de Hagen-Poiseuille (MF15.5) para este flui-
do no newtoniano (evidentemente, cuando n = 1 y m = p ambas expresiones
coinciden).
2. Teniendo en cuenta que (ver figura 5.9)

O(p + pg2)

_ 9P Tp9z) _ 12
DI e Py, (5.123)

donde p es la densidad (constante) del fluido y ¢ es la aceleracion de la
gravedad, y sustituyendo en (5.122), se llega a la siguiente ecuacién diferencial

para la posicién [(t) de la superficie libre:

3n+1

nmw D\ ~» 09\ = wD? dl
= — ) = 124
@ 3n+1<2> (2m) 4 dt’ (5:124)
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donde la ultima igualdad corresponde a la conservacién de la masa dentro del
conducto para un fluido de densidad constante. Integrando e imponiendo la

condicién inicial dada en el enunciado se obtiene

3n+1

B 4dn D\ » PG\ %
=l mpe (5) ()" 1 (5.125)







Capitulo 6

Flujos con Re < 1 y en medios
pOrosos

P.6.1 Velocidad terminal de una esfera detro de un cilindro

Una esfera sélida de densidad ps y radio R cae verticalmente por la accién
de la gravedad en el interior de un cilindro de radio R + h,, h, < R, que
estd relleno de un liquido de densidad p < ps y viscosidad p (ver figura 6.1).
Se desea calcular la evolucién de la velocidad de caida V (t) suponiendo que
en el movimiento del liquido entre la esfera y la pared del cilindro las fuerzas

viscosas son dominantes. En particular, se pide:

1. Diferencia de presion que existe entre ambos lados de la esfera (p; —p2) en
funcién de V' (t) y los datos del problema. Para ello calculen previamente
el espesor h(x) de la pelicula liquida en funcién de h, y R, y el caudal por
unidad de longitud ¢ que circula entre la esfera y el cilindro. Supongan
que, practicamente, toda la caida de presion ocurre en una regiéon en
torno a h(x = 0) = h, en la que © < R (ver detalle de la figura 6.1),
simplificando asi h(z), y utilicen la integral

* dx _ nmya
/_oo (1+22/a)* 27 1(n—1)!" (6.1)
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Desprecien la contribucién de la gravedad a la diferencia de presién.

2. Fuerza de resistencia total (fuerza de friccion més fuerza de presion).
Simplifiquen las expresiones resultantes teniendo en cuenta lo dicho en

el apartado anterior y ho/R < 1.

3. Ecuacién para V(t). Hallen la velocidad terminal. Comparen esta
velocidad terminal con la que tendria la misma esfera cayendo libremente

en el mismo fluido cuando las fuerzas viscosas son dominantes.

h(x
R+ hg
X
_— /3
—11
v

Figura 6.1: Esquema del problema y detalle de la regién cercana a la pared

Solucion.
Segin el enunciado del problema se parte de las siguientes suposiciones
(MF16.29)

ho

ho ho
— 1 — 1 — 1 2
R<< ,ReR<< ,ReStR<< , (6.2)

donde el niimero de Reynolds Re y el de Strouhal St se definen como

Re:thR7
v
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R

St= -4
Vit

(6.3)

respectivamente, y donde V; es la velocidad terminal y ¢y un tiempo
caracteristico del movimiento del fluido. Los valores de V; y tg se obtendran
de la solucién del problema.

1. Diferencia de presion, p; — po.

Para calcular la diferencia de presién entre los puntos 1 y 2 en funcion de
la velocidad de caida V(t), la viscosidad dindmica p y el radio de la esfera
R, y siguiendo las indicaciones del enunciado, debemos conocer previamente
h(z) en funcién de los datos geométricos del problema. Por simple deduccién

trigonométrica de la figura 6.2 se tiene

h(z)
R

B

Ju

Figura 6.2: Esquema para el cdlculo de h(x)

h(z) —ho=R(1 —cosf) =R

1 1—(%)2 : (6.4)

es decir,

h(z) = ho + R (6.5)

-G

Por conservacion de la masa, el caudal que desaloja la esfera al caer,

Q = TR?V, es el mismo que pasa a través de la pelicula fluida,

Q =V7nR? ~ 2rRq,, (6.6)
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donde ¢, es el caudal en la direccién x por unidad de longitud en la direccion
transversal al eje x. Dicha aproximacion es valida porque hg < R. De la
ecuacién anterior

- VI

z = 5 (6.7)

Como las fuerzas viscosas son dominantes, este caudal es igual a [ver, por

ejemplo, (MF16.15)]

h3p, Vh

donde el gradiente de la presién reducida es, despreciando los efectos de la
fuerza gravitatoria,
9 (p + pgz) dp

pp= - E (6.9)

Teniendo en cuenta las expresiones (6.7)-(6.9) se llega a

(6.10)

porque h < R. Nétese que en la expresién anterior V =V (t) y h = h(z).
Introduciendo la ecuacién (6.5) en (6.10) e integrando entre los puntos 1y

2 (ver figura 6.1), se obtiene la ecuacién

D2 2 T2
—/ dp:/ 6Mh‘§Rdx:/ ouV R dr. (6.11)
p1 T T

' 1{%+RP— 1-%%”3

Los limites de integraciéon del segundo miembro, ;1 > 0 y 22 < 0 no

estan definidos. Pero teniendo en cuenta que las expresiones anteriores sélo

son validas en una region pequena donde = ~ hy < R, en la que ocurre
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practicamente toda la caida de presién, en primera aproximacion los limites
de integracién, que son del orden de R (|z1],|x2| ~ R), se pueden colocar
en £oo. Consecuentemente con esta aproximacién, h(x) en (6.5) se puede
simplificar reteniendo sélo el primer término del desarrollo en serie de Taylor

para /R < 1 de

T2 1 /72\2
1 <E> ~ 13 <E> . (6.12)
Es decir,
2
h(x) ~ hg+ — . 6.13
() = ho + o (613)

Sustituyendo en (6.11) y haciendo uso de (6.1), se llega a

*  6uVR 9V Rv/2Rh,
p1L—p2 = / K dr = H 0 (6.14)

- (ho + 572%)5 4h8

2. Fuerza de resistencia total.
La fuerza de resistencia total es la suma de la fuerza de friccién [Fr(V)] y
de la fuerza de presién [F,(V')]. Para calcular la primera es necesario conocer
el campo de velocidad u, [segun la expresién (MF16.12), una vez sustituido

el valor de p, = 6uV R/h?]

_— 3VRyly—h) Vy
T h3 h )

donde el segundo término del segundo miembro se ha variado con respecto a

(6.15)

(MF16.12) porque se ha tomado el eje y a partir de la superficie fija (ver figura
6.2). La fuerza de friccién F se escribe, con la misma aproximacién aplicada

a (6.11) y con la simplificacién hg < R, como

[ee] [ee] 8 "
Fy :27TR/ deaz:27TR/ 1 5; . (6.16)
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Sustituyendo el valor de u, (6.15) y resolviendo la integral de la misma forma

que se hizo en el apartado anterior, se llega al resultado

612 R2uV /2Rho
Ff >~ h% .

(6.17)

Por otro lado, la fuerza de presién es

972 uV R3\/2Rhyg
e

F, = (p1 — po)nR* = (6.18)

Comparando las expresiones (6.17) y (6.18) se observa que F,,/Fy ~ R/hy > 1,
por lo que se puede despreciar la fuerza de friccién viscosa frente a la de
presién, en primera aproximacion. Ademaés del valor concreto de F), y F, ésta
es una diferencia esencial con el problema de la resistencia de una esfera en un
medio infinito con viscosidad dominante, en el que F), y Fy son comparables
(concretamente, la fuerza de friccién supone los dos tercios de la fuerza de
resistencia total; ver MF §17.2).

3. Ecuacién para V(t).

La ecuacion diferencial para la velocidad es (MF17.49)

4 LAV
s TR ——>
Ps3™

4
= 37R(ps = p) = Fy = By, (6.19)

con Fy y F, definidas por (6.17) y (6.18), respectivamente. La velocidad

terminal V; se obtiene igualando el peso neto a la fuerza de resistencia total

[es decir, haciendo %}Et) = 0 en (6.19)]. En este caso, despreciando la fuerza

de friccién, se llega a

_ 16g(ps — p)hi

YT 2Tru2Rho

Si la esfera cayera en el mismo liquido pero sin el tubo, en un medio infinito,

(6.20)

la velocidad terminal vendria dada por la expresion de Stokes (MF17.50)
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29(ps — p)R?
Viiibre = —(psgu Ly (6.21)
Por tanto, dividiendo una por la otra queda la relacién
v, 8 (ho\?
t 02
= — | K1. 6.22
‘/t,libre 371'\/§ < R) ( )

Es decir, la presencia de las paredes del tubo disminuye notablemente la

velocidad terminal de la particula, como era de esperar.
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P.6.2 Velocidad terminal con la aproximaciéon de Oseen

Calculen la velocidad terminal de una esfera de radio R y densidad p, que
cae en el seno de un liquido de densidad p y viscosidad p suponiendo que
Re < 1 y utilizando la aproximacién de Oseen. Se valorard la obtenciéon
explicita de esta velocidad terminal en funcién de los datos dados.

Calculen el valor numérico de esta velocidad para una esfera de densidad
pp = 5p, radio 1 mm y un liquido de viscosidad cinemadtica v = 2 x 1074
m?/s y compérenla con la velocidad terminal obtenida con la ley de Stokes.

Comprueben que en ambos casos el nimero de Reynolds es pequeno.
Empuje = %TrR?’pg T T Fg

Vipp > p) \ ol

_ 4 3 s 4 3, dV
Peso = 3mR”ppg Inercia = 3R’ p, g

Figura 6.3: Esquema del balance de fuerzas

Solucion.
Las fuerzas que actian sobre la esfera de radio R y densidad p, se resumen
en la figura 6.3. La segunda ley de Newton aplicada a la esfera se escribe

(MF17.49):

R pp— = 7R (pp — p) g — Fr, (6.23)

donde se ha tomado como sentido positivo el de la aceleracién gravitatoria.
Para el caso de la aproximacién de Stokes, la fuerza de resistencia Fpr viene

dada por la ley lineal con la velocidad (MF17.45)
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FR,Stokes =6muVER, (624)

donde p es la viscosidad dindmica del fluido y V' la velocidad de caida de la
esfera (al ser p, > p). Si el movimiento de la esfera en el fluido llega al estado
estacionario, la velocidad limite alcanzada se denomina terminal y en el limite
de Stokes es (MF17.50)

2 R*g(pp — p)

‘/t,Stok:es = § Iy

(6.25)
Al sustituir los datos del problema, la velocidad terminal con la aproximacion
de Stokes resulta Vi giokes = 0,0435 m/s. Del mismo modo, el nimero de

Reyolds se define como (MF17.48)

2RV,
Re="7" (6.26)
v
y el resultado para la aproximacion de Stokes es Regiopes = 2RV Stokes _ 0, 435.

v

Si tenemos en cuenta el término de orden V2 en la fuerza de resistencia

(aproximacién de Oseen), ésta queda como

3 2RV
FR,Oseen = FR,Stokes (1 + _—p> )

6.27
donde Fp gtokes viene definido por (6.24). A este resultado se llega sin més que
aplicar la definicién de coeficiente de resistencia Cp (MF17.46),

Fr

Cp=—B 6.28
b %pV2TI'R2 ( )

al resultado de Oseen (MF17.62)

24 3
CD,Oseen = E <1 + 1—6R€> y (629)
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siendo Re el niumero de Reynolds definido en (6.26). Igualando (6.28) y (6.29)
se llega a la expresién (6.27). Introduciendo (6.27) en (6.23) e igualando el
segundo miembro a cero se llega a una ecuacién de segundo grado para la
velocidad terminal cuya solucion es

L=

‘/t,Oseen == 3R s (630)
iv

donde se ha seleccionado el signo positivo de la raiz al ser p, > p. Si sustituimos
de nuevo los datos en esta tltima expresion, se llega a una velocidad terminal
y a un nimero de Reynolds de V; 0seen = 0,0404 m/s y Repseen = 0,404,
respectivamente. Al ser Re apreciablemente menor que la unidad (aunque
no mucho menor), los valores de la velocidad terminal calculados con ambas

aproximaciones son muy parecidos (ver figura MF17.2).
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P.6.3 Flujo de un gas en un medio poroso entre dos esferas

Un gas de viscosidad p circula a través de un medio poroso de
permeabilidad II, contenido entre dos esferas concéntricas, impulsado por una
diferencia de presién p, — pp > 0 (ver figura 6.4). Suponiendo que h < Ry
que el gas fluye tan lentamente que se puede suponer que la temperatura 7T'

permanece constante, se pide:
1. Distribucién de presién en el medio poroso.

2. Gasto masico G que circula.

Figura 6.4: Esquema de la geometria del problema con el medio poroso de espesor h entre
las dos esferas de radios Ry R+ h

Solucion.
1. Las ecuaciones generales que definen el problema son, por un lado, la
conservacion de la masa en el medio poroso (MF18.9),

9(Tp)

o+ V(o) =0, (6.31)
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donde T es la porosidad del medio. Por otro lado se tiene la ley de Darcy para

un medio isotrépico que viene dada por (MF18.14)

11
i=— (Vp+ V). (6.32)

donde II es la permeabilidad del medio poroso, i es la viscosidad dindmica
del gas y U es la funcién potencial de la cual derivan las fuerzas gravitatorias.

Para el caso de un flujo estacionario, la ecuacién (6.31) queda

V- (pt) =0. (6.33)

Por otro lado, si se desprecian las fuerzas mésicas por tratarse de un gas, (6.32)

queda

T — (6.34)

Por dltimo, la ecuacién del gas perfecto que relaciona la presién p, la densidad

p v la temperatura 1" es

= R,T, (6.35)

donde Ry es la constante del gas. Si tenemos en cuenta las expresiones (6.34)-
(6.35) y las sustituimos en la ecuacién (6.33) queda una ecuacién para la

presién (MF18.17 en estado estacionario),

V- (pVp) =0, (6.36)

donde se ha tenido en cuenta que II, R4, Ty 1 son constantes. Esta ecuacion
se puede poner en funcién de las coordenadas esféricas del problema gracias a

(MF1.26)-(MF1.27). Si, ademds, se tiene en cuenta la igualdad
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op* _, Op
o  Por

la ecuacion para la presion en coordenadas esféricas es

0 [ ,0p? r 0 (senfOp? B
a(r W)*m@( o0 ) = (6:37)

Si aplicamos la hipétesis de que el espesor es mucho méas pequenio que el
radio de la esfera (h < R) y comparamos los dos términos de la ecuacién
anterior, se deduce que las variaciones radiales son despreciables frente a las
variaciones angulares con errores del orden de (%)2, quedando, en primera

aproximacion,

2
% <sen9%%> ~0. (6.38)
Integrando dos veces, se tiene
9 0
p“ = Cpln [tan 5 + (s, (6.39)

donde C; y (3 son constantes de integracién. Teniendo en cuenta las

condiciones de contorno (ver figura 6.4)

D=7p, 0=, (6.40)

p=m,0=1—a, (6.41)

resulta

- p2+pg—pg{ln[‘can(
- a

2 In [tan (

N=RINIES

)|
il 1}, (6.42)

que es la distribucion de presién que se pide en el primer apartado.

2. Gasto masico G.



110 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

El gasto mésico, o flujo convectivo de masa, viene dado por (MF5.1) con

»=p,

G = / pi - iidS (6.43)
S

Figura 6.5: Esquema para el cédlculo del gasto masico G

donde S es cualquier superficie cénica § = constante que atraviesa el medio
poroso, pues el gasto se conserva a lo largo del flujo al ser el proceso
estacionario. Suponiendo que la velocidad vy del gas es aproximadamente

constante en cada seccion, se tiene (ver figura 6.5)

G = 2nRhpvgsen . (6.44)

Por otro lado, de (6.34)

Vo= —— o (6.45)

Haciendo uso de la ecuacién de estado (6.35), ademds de la ecuacién (6.38),
en la que se tiene que 9p?/00 = Cy/sen 6, con Cy = (p? — p2)/2In[tan(a/2)],

se llega a

_n pa—pp 1
2uR,TR21n [tan (§)] sen6

pUg = (6.46)

Sustituyendo este valor de vg en (6.44) se llega a
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_ b (ph —pa)
B 2uRyT In [tan (%)] '

(6.47)

Téngase en cuenta que la aproximacién (6.38) es, obviamente, equivalente
a la de flujo casi unidireccional 7 = vyég, pues de la ley de Darcy (6.34), junto
con la ecuacién de estado (6.35), se tiene
. I pdp I op?

_’: = ——— = - .4
PUS POt = R90% T T 2uRR,T 90 0 (6:48)

que sustituido en la ecuacién de continuidad (6.33) resulta

L 9 (senfpvg) =0, (6.49)

V- (p) = Rsenf 00

que es equivalente a (6.38).
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P.6.4 Vaciado de una botella porosa esférica

Considérese el depésito esférico de radio R y pared porosa de espesor e < R
de la figura 6.6. Inicialmente esta lleno de agua y se desea analizar el proceso de
descarga a la atmdsfera bajo la accion de las fuerzas gravitatorias. Suponiendo

que tanto la porosidad T como la permeabilidad II son constantes, calculen:

1. Caudal de agua que fluye hacia el exterior en funcién de la posicion H

de la superficie libre.

2. Ecuacién diferencial que determina H (t).

Pa

Figura 6.6: Esquema del depésito esférico formado por un medio poroso de espesor e

Solucion.
1. La ley de Darcy (MF18.14) para un medio poroso en el que el proceso de
descarga sea unidireccional dentro del medio poroso, es decir, suponiendo que

s6lo se produzca en la direccién radial (campo de velocidad ¢ = v,€;), es

Io(p+pU)
PR (6.50)

U=

donde II es la permeabilidad del medio poroso, p es la viscosidad dinamica del
agua y U es la funcion potencial de la cual derivan las fuerzas gravitatorias.

Para este problema U = gz, con z = rcosfl, segin el sistema de coordenadas
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Figura 6.7: Esquema de las coordenadas esféricas

esféricas representado en la figura 6.7. Sustituyendo (6.50) en la ecuacién de
conservacion de la masa de un flujo incompresible, V - ¢ = 0, se tiene
0 [ 50(p+ pgrcosf)

V'U:E r o =0, (6.51)

que es la ecuacién de Laplace para el campo de presiéon de un liquido en

un medio poroso (MF18.16) aplicada a este movimiento unidireccional en la

direccién radial. Integrando la ecuacién (6.51) dos veces resulta

Cy (0)

r

P+ pgrcosf = — +Cy(0) , (6.52)

donde C1 (6) y Cs (0) se pueden calcular gracias a la condicién de contorno de

la descarga a la atmésfera,

p=p, en r=R+e, (6.53)

y a la resultante de aplicar la ecuacién fluidostatica en r = R,

P+ pgR cosf = constante = p, + pgH , (6.54)

donde H es la altura del liquido (—R < H < R). Esta ultima condicién se

puede escribir como

p(R,0)=ps+pg(H— Rcosf) en r=R. (6.55)
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De esta forma, al sustituir (6.53) y (6.55) en (6.52), se tiene

) (0) = @pg (R + ) cos 0 — H] (6.56)
Co (0) = pa + pg (R +€) cos 0 + gpg [(R+e)cost — H], (6.57)

que sustituidas, en (6.52), y reagrupando términos, proporcionan el siguiente

campo de presién p(r, ) dentro de la “carcasa” porosa:

. ) R+r r
p=pg(R+e) cos@[ s e +
HR (R —
pa+ 22 < '+f T) . (6.58)

Aplicando la ley de Darcy (6.50) al campo de presién (6.58) se obtiene la

velocidad del flujo unidireccional,

U =0,6 =

IT (pgR (R +e) ~
—E{f[(R+€)COS‘9—H]}€T' (6.59)

rZe
Esta expresion se puede simplificar apreciablemente teniendo en cuenta que

e< Ryr~R,

11
vrz—;%(Rcosﬁ—H) . (6.60)

Por dltimo, el caudal de agua Q(t) que sale del depdsito esférico es
2 s
Q:T/ / vy R% sen 0d0dg =
0 Bo(t)
TIpgR® (H 2
mYlpgR* <_ N 1) 7

e R

donde T es la porosidad del medio, 0y(t) es el angulo entre el eje vertical z y

(6.61)

la superficie libre en r = R [ver figura 6.8, donde cos fy(t) = %] y se ha hecho
uso de la aproximacién (6.60). La dependencia temporal de @ se debe a que

la altura del liquido es H = H ().
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Figura 6.8: Esquema para el cdlculo del caudal @

2. La ecuacién diferencial para H(t) se obtiene de la ecuacién de conservacion
de la masa aplicada al volumen de control del liquido representado en la figura

6.8,

dvlz'q
dt

+Q=0, (6.62)

donde @ es el caudal (6.61) y el volumen de liquido es

2 H 1/H\®
gt 242 ()

s TR 3R (6.63)

Asi, teniendo en cuenta (6.61)-(6.63), la ecuacién diferencial ordinaria para

H(t) es

(6.64)

dH YT pgR2 H 2
_ pgR <R+1>7

At~ (R2—H?)pe \ R
que debe ser resuelta con la condicién inicial H(0) = R. Otra forma de calcular

la variaciéon del volumen de liquido con respecto al tiempo es mediante el
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producto de la variacién de la altura con respecto al tiempo por la superficie

libre (ver figura 6.8); es decir,

o =m(Rsen) E—W(R —H)%, (6.65)
donde se ha tenido en cuenta la relacion trigonométrica
H2
sen? @ + cos? 0 = sen? 0 + = 1. (6.66)
En forma adimensional, definiendo
H t
T]—E,T—E, (667)
siendo t. el tiempo caracteristico
e
te = .
o= (6.68)

el problema a resolver (6.64) queda como

dn  1+n
P g (6.69)

con la condicién inicial

n(0) =1. (6.70)



Capitulo 7

Flujos ideales y ondas de
choque

P.7.1 Flujo potencial alrededor de un cilindro en presencia de una
pared

Un cilindro de radio R se mueve con velocidad V' constante en el seno de
un liquido de densidad p, paralelamente a una superficie sélida situada a una
distancia H del eje del cilindro. Suponiendo que el movimiento del fluido es

incompresible e ideal y que las fuerzas masicas son despreciables, se pide:

1. Funcién de corriente y campo de velocidad bidimensional alrededor del

cilindro.

2. Punto en el que la presién del liquido es minima y valor de la presion en
ese punto (lejos del cilindro la presién es p,). (A qué velocidad cavitaria

el liquido?

Solucion.
1. Se toma un sistema de referencia con origen en el centro del cilindro, de
forma que la corriente viene del infinito con velocidad V' segin el eje x (ver

figura 7.1). Si no existiera la pared, el potencial complejo de un flujo con
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.
N y

=

e H
e

-

-

=

— Vv ',

Figura 7.1: Esquema y coordenadas

velocidad V' alrededor de un cilindro de radio R vendria dado por (MF21.63)
f(z) =V (z+ R?/z), donde z = z + iy. Utilizando el método de las imagenes,
podemos simular la presencia de la pared mediante la superposicién adicional
de otro dipolo o doblete (MF21.60) de la misma intensidad M = 27V R?
centrado con simetria especular respecto al plano y = H. Es decir, el potencial

complejo viene dado por

R? R?
f(z):V<z+7+7.> ; (7.1)
que en nuestro problema seria valido para y < H.

Las funcién de corriente se obtiene de la parte imaginaria de (7.1),

Y y—2H
=Vy - VR? : 7.2
viwy) =Vy [w2+y2+x2+y2+4H(H—y)] (7.2)
Claramente, la pared y = H es una linea de corriente correspondiente a

v = VH. En la figura 7.2 se representan algunas lineas de corriente para
V=1,R=1y H=2.

De acuerdo con (MF21.55), el campo de velocidad conjugado se obtiene de
la derivada de esta funcién potencial, df /dz = v, — iv,. Hallando la parte real
e imaginaria de la derivada de (7.1), se tiene

a? —y° o, @° —(y—2H)’

—V _ 2 J__ _
b=V VR s — VR o o (7.3)
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Figura 7.2: Lineas de corriente para R =1y H = 2 con V = 1. En trazo grueso se representan
las lineas de corriente que se cortan en los dos puntos de remanso.

ry 2 z(y — 2H)
———— —2VR :
(22 + y?)? (22 + (y — 2H)?)?

v, = —2V R? (7.4)

En los puntos de remanso dados por v, = v, = 0 se cortan las lineas de
corriente dibujadas con trazo grueso en la figura 7.2. Estas lineas de corriente
no se corresponden exactamente con una circunferencia ni con una recta
horizontal debido a la presencia de la pared. Cuanto mayor sea H/R, més se
pareceran estas lineas a una circunferencia cortada por una recta horizontal.
2. El campo de presion se obtiene aplicando la ecuacién de Bernoulli, que en

ausencia de fuerzas masicas se escribe (MF21.45)

1 1
P+ 5pWE +vy) =pa+ 5pV?. (7.5)

De acuerdo con esta ecuacion, la presion minima se alcanza en el punto donde
la velocidad es méaxima. Por otro lado, no es necesario hallar el méaximo
de la velocidad en todo el campo fluido pues, por conservacién de la masa,
las velocidades maximas se alcanzaran donde mas se estrechen las lineas de

corriente; es decir, en 2 =0, R<y < H.Enx =0, (7.3) y (7.4) se escriben
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V R? VR?
vy =V + + , v, =0. 7.6
‘ y?  (y-2H)? Y (76)
El maximo de la expresion anterior se alcanza en y = H, de forma que

Vg maz = V(1 + 2R?/H?), y la presién minima vale

R? R?
_ 2
Pmin — Pa — 2pV m (1 + ﬁ) . (77)

El liquido cavitaria si en ese punto, donde la presién es minima, se alcanzase
la presién de vapor a la temperatura dada p, (7). Como p, < p,, en primera
aproximacién se puede hacer p, ~ 0y, de acuerdo con (7.7), el liquido cavitaria

en (r=0,y=H) si

H Pa
V>E¢%Q+WMM’ (7.8)

aproximadamente.
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P.7.2 Interaccion de dos torbellinos potenciales con una pared

Se desea estudiar la interaccién de un par de torbellinos potenciales
bidimensionales, que giran en sentido opuesto, con una pared paralela al
plano que une los ejes de los dos torbellinos. En un instante ¢ arbitrario,
los torbellinos estdn a una distancia a de la pared y separados una distancia

b entre si (ver figura 7.3). Se pide:

1. Utilizando el método de las imégenes, hallar el campo de velocidad en
cualquier punto del fluido generado por los dos torbellinos y la pared en

el instante ¢ representado en la figura 7.3.

2. Trayectorias que siguen los torbellinos debido a su interaccién mutua y

con la pared. Inicialmente a = ag y b = by.

Solucion.

1. Teniendo en cuenta que el campo de velocidad de un torbellino potencial
centrado en el origen es, en coordenadas cilindricas, v = Q—EW €y, donde la
circulacion I' es positiva si gira en el sentido opuesto al de las agujas del reloj,
aplicando el método de las iméagenes, el campo de velocidad solicitado viene

dado por (ver figura 7.4):

2r y—b/2 B y+b/2
T a2t (027 (@—aP+(ytb/2)
B y—1b/2 . y+0b/2 (79)

(x+a)2+(y—0/2)?2 (x+a)2+(y+b/2)2’

2 T —a T —a
@G-l (y—b/22 " @w—a+(y+b/2?

n T+ a B T+ a
(x+a)2+(y—0/2)?2 (x+a)2+(y+0/2)2’

(7.10)
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I

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, TN
b2

b2

Figura 7.3: Esquema del problema

I —I
e
b2
| y
»
3 0« 2
_I‘&; 77777777777777777777777777777777777777 \/‘T

Figura 7.4: Aplicacién del método de las imdgenes



CAPITULO 7. FLUJOS IDEALES Y ONDAS DE CHOQUE 123

vélido a la derecha de la pared (z > 0).

2. El centro del torbellino 1, de coordenadas (a,b/2) (ver figura 7.4), se mueve
debido a la accién del torbellino 2 y de la pared; es decir, por la accién de los
otros tres torbellinos. Por tanto, la velocidad del centro del torbellino 1 viene
dada por la suma de las velocidades que los otros tres torbellinos tienen en el
punto 1:

2 2 1 4a?
gz _ 1, b (7.11)

T dt b 4a®+02 b(4a2 + b2)’

by/2
| § \/2/C
i
Figura 7.5: Esquema de las trayectorias de los puntos 1 y 2
21 2w db/2 1 2a b?
T W=T "a& 21 4a2+b2  2a(da? 1 b2) (7.12)
Dividiendo estas dos expresiones se tiene que
da 8a?
— ==, 7.13
db b3 ( )
ecuacion que se puede integrar para obtener
2 2 1
= + 52 = constante = % + 27“3 =C. (7.14)
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Por tanto, la trayectoria del punto 1 se puede escribir como

b a
- 7.15
2 V2Ca? -1 ( )

donde la constante C' estd definida en (7.14). Esta curva estd representada
esquemdticamente en la figura 7.5. Para a — oo tiene la asintota b/2 —
1/V/2C.

La trayectoria del punto 2 se obtiene de forma andloga y es simétrica de

la del punto 1 con respecto al eje = (ver figura 7.5).
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P.7.3 Fondo de automdévil

Para simular el efecto de succién que genera la corriente de aire que circula
por debajo de un automévil cuando éste viaja a una velocidad V, se utiliza
el siguiente modelo muy simplificado. El fondo del automévil, de longitud 2L,
se supone bidimensional y a una distancia h(z) del suelo (ver figura 7.6). El
flujo de aire bajo el automévil se supone incompresible, casi-unidireccional e
ideal (desprecien también las fuerzas masicas). Con estas hipdtesis calculen la
fuerza vertical por unidad de longitud F, que el aire ejerce sobre el fondo del

coche. Hallen explicitamente F, cuando

@:14—6{005 |:7T (l—i-fﬂ —1} , (7.16)

0

L

en el limite e < 1.

—L x +L

Figura 7.6: Esquema de la parte inferior del automévil

Solucion.

Se resolvera el problema respecto un sistema de referencia mévil, solidario al
coche y, por tanto, con velocidad V' constante. Como el flujo es ideal, la fuerza
que el fluido ejerce sobre la superficie del fondo del coche se debe sélo a la
presion. Para obtener la distribucién de presién debajo del coche se utilizara la
ecuacion de conservacién de la masa y la ecuacién de Bernoulli, pues el flujo

es ademas estacionario.
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Teniendo en cuenta que el flujo es casi unidireccional, ¥ = v(x)é,, e

incompresible, la ecuacién de conservacién de la masa se escribe

vh = constante = Vhg, (7.17)

pues, en el sistema de referencia elegido, el aire llega a la seccion de entrada

de altura hg con la velocidad uniforme V' de avance del coche. Por otro lado,

la ecuacién de Bernoulli (MF19.17), en ausencia de fuerzas mésicas, se escribe
2 V2

P+ p% = constante = p, + e (7.18)

donde p, es la presisén atmosférica. Despejando v de (7.17) y sustituyendo en

(7.18) se obtiene la distribucién de presién en el fondo del coche:

2 2
p(T) = pa + p% {1 - [%] } . (7.19)

La fuerza, por unidad de longitud en direccion z, que el aire ejerce sobre

el fondo del automévil es

o Fz L —
F=(2) = o)~ pads, (7.20)
Yy
donde la normal a la superficie se ha tomado hacia fuera del volumen fluido
(ver figura 7.6) y se ha restado la presion atmosférica existente en el exterior.
Dado que la superficie viene definida por y = h(z), es decir, S =y — h(z) =0,

el vector normal a la misma, 77 = V.S/|V.S|, se escribe

()Y e

donde la prima denota derivacién respecto a x. Teniendo en cuenta, ademas,
que el diferencial de longitud sobre S vale ds = |VS|dx = V1 + h'2dx, la

componente y de la fuerza (7.20) se escribe
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F, = pV?Q _LL {1 - [M] _2} dx . (7.22)

Se va a calcular explicitamente el valor de F}, cuando la forma del fondo
viene dada por (7.16) en el limite ¢ < 1. Para ello se tendra en cuenta el

siguiente desarrollo (con € es pequeno y a de orden unidad):

(1+ea)” =1+ nea+ O(e*) ~ 1+ nea. (7.23)

De este modo, el término [ho/h(z)] ? de (7.22) se puede simplificar como

-2
[%] ~1— 2 {cos |:7T (1 + fﬂ — 1} . (7.24)

Introduciendo (7.24) en (7.22) e integrando se obtiene la fuerza buscada:
F, ~ —2¢V2L. (7.25)

La fuerza va dirigida hacia el suelo, lo cual hace que, con una configuracion

del fondo del vehiculo como la presente, el coche se “agarre” mejor al suelo.
Se deja como ejercicio para el lector que demuestre que F,, = 0 en general,

si h(z) es simétrica respecto a © = 0 y, en particular, cuando h(z) viene dada

por (7.16) con € < 1.
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P.7.4 Tubo de Pitot supersoénico

Un tubo de Pitot se utiliza para medir la velocidad de vuelo de un avién
supersénico. Delante del tubo de Pitot se forma una onda de choque como se
indica en la figura 7.7. En relacién a las lineas de corriente que entran en el
tubo, la onda de choque se puede considerar como normal al flujo. La presién
de remanso medida es py = 3 atm, y la estatica p = 2 atm. Por otro lado, en un
termopar adosado al Pitot se mide una temperatura de 10°C. Determinar el
nimero de Mach de vuelo del avion y su velocidad. Supongan que el proceso de
frenado en el interior del tubo es isentrépico. Otros datos: v = 1,4y Ry = 287

m?/(s? K).

Pbo

Figura 7.7: Esquema del tubo de Pitot

Solucion.

La relacién entre la presion de remanso y la estatica en el punto 2 es (MF19.29)

v

Do2 v—1 2> -1
P2 _ (142 . 7.96
- ( =Y (7.26)

Sustituyendo los valores del enunciado, pge = 3 atm, po =2 atm y v = 1,4 se
tiene que el Mach en el punto 2 es My = 0,7836 (ver también tabla MF §23.4).
La relacion de los nimeros de Mach normales entre los puntos 1 y 2, delante

y detrés, respectivamente, de la onda de choque normal es (MF22.31)
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2 — 1) M}
M2 — + (’27 )Mj ’
29M; +1—7v
de donde se obtiene el Mach aguas arriba M; = 1,304 (ver también tabla MF
§22.8).

(7.27)

La relacién de temperaturas es (MF22.30)

Ty (2yMP+1-9)2+ (v - 1M
T (v +1)2M? ’

de donde 75 = 283 K. De esta forma, la temperatura aguas arriba es

T = 237,05 K (ver también tabla MF §22.8).

(7.28)

Tenemos todos los datos para calcular la velocidad aguas arriba haciendo
uso de la definicién del nimero de Mach en un gas perfecto (MF22.26),

M= — (7.29)

1 — /7’}/R9T1 )

resultando una velocidad Vi = 402,66 m/s.
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P.7.5 Ala supersénica con perfil romboidal

El ala de un avién supersénico tiene un perfil romboidal como el de la
figura 7.8. Para determinar la velocidad de vuelo se inserta en la parte trasera
un tubo de Pitot y un medidor de presién estética en el punto a (ver figura
7.8). Si la presién medida con el tubo de Pitot es de 2,596 atm, y la presién
medida en el punto a es de 0,1 atm ;Cudl es el niimero de Mach M; de la
corriente incidente? Supongan que la onda de choque justo delante del tubo

de Pitot es normal.

Tubo de Pitot

Figura 7.8: Esquema del perfil romboidal, tubo de Pitot y enumeracién de las distintas zonas
consideradas

Solucion.

El flujo es supersénico en 1, permanece supersénico en 2 y se hace ain mas
supersoénico en 3, detrds de la expansion de Prandtl-Meyer. Antes del tubo de
Pitot, el flujo pasa bruscamente a subsénico a través de una onda de choque.
Como se supone una onda de choque normal justo delante del tubo de Pitot,
se puede conocer el nimero de Mach en la zona 3 de las mediciones realizadas.

Asi, gracias a la relaciéon de presiones entre los puntos 3 y 4
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2,596
% = S = 25,96, (7.30)

se conoce, mediante la tabla MF §22.8, que M3 = 4,45. Se puede también
llegar al mismo resultado mediante la combinacién de ecuaciones (MF19.29)
y (MF22.33).

Entre las zonas 2 y 3 tenemos una expansién de Prandtl-Meyer al ser un

perfil con forma de rombo, segiin el esquema del problema. Por tanto, hacemos

uso de la expresion (MF22.65),
O3 — 0y = 15° — (—15°) = v(4,45) — v(Ma) — v(Ms) = 41,27°.  (7.31)

Con este resultado, y haciendo uso de la tabla MF §22.9, se tiene que My =
2,6.

Con los datos facilitados en el enunciado, la tinica forma de calcular M; es
a través de un proceso iterativo, ya que se desconoce el angulo 8 de la onda de
choque oblicua entre las zonas 1 y 2 representadas en el esquema de la figura
7.8. Para ello, se realizan los siguientes pasos hasta conseguir la convergencia

del proceso:

1. Suponer un angulo 5 de la onda de choque oblicua. Mediante la grafica
de onda de choque oblicua (figura MF22.8) y para § = 15°, se obtiene
M [o bien mediante la ecuacién (MF22.41)].

2. Dado que M,1 = M;jsen 3, se obtiene M, y de la tabla de onda de
choque normal (tabla MF §22.8) se calcula el Mach normal en la zona
2 (My2). También en este caso se puede hacer un uso alternativo de la
ecuaciéon (MF22.31) para llegar al mismo resultado, es decir, conocer

M,,o por medio de M.
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3. Conocidos My = 2,6 y M,2, se puede aplicar la ecuacién (MF22.42)
[sen(f —0) = MW";] para calcular un nuevo édngulo de la onda de choque
oblicua § = [§*. Si este dngulo no coincide con el supuesto, se empieza

de nuevo por el paso nimero 1 haciendo 8 = 8*.

Para ilustrar este proceso iterativo, se supone =20°. Los pasos anteriores

darfan lugar a los siguientes valores numéricos:
1. M;=10.
2. My, = Mysen = 3,42 — My >~ 0,454.
3. sen(B* — 15%) = %53 ~ 0,175 — f* ~ 25°.

El proceso de convergencia se resume en la siguiente tabla:

Tteracién B My | My | My B
1 20° 10 | 3,42 | 0,45 | 25,0°
925 | 5 | 210|056 | 27,4°
27,4° 4 1,84 | 0,61 | 28,5°
98,5° | 3.45 | 1,70 | 0,65 | 29,2°
29,2° | 3,5 | 1,71 | 0,65 | 29,2°

O = W N

Por tanto, con 5 iteraciones mas, el proceso converge en los valores 5 ~ 29,2°
y M; =~ 3,5. En definitiva, el nimero de Mach de la corriente incidente pedido

es My ~ 3,5.
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P.7.6 Flujo supersonico sobre un perfil plano

Una placa plana de longitud ¢ se mueve con un angulo de incidencia o = 5°¢
a un numero de Mach M; = 2,6 (ver figura 7.9; la placa se supone infinita
en la direccién perpendicular al papel). Teniendo en cuenta que en la parte
superior el aire experimenta una expansion del tipo Prandtl-Meyer, y que en

la parte inferior se produce una onda de choque oblicua, se pide:

1. Presiones encima y debajo de la placa, p2 y ps.

2. Obtener los coeficientes de sustentacién, Cp, y de resistencia, Cp,
definidos como las proyecciones de las fuerzas de presién sobre la placa
(por unidad de longitud transversal) en las direcciones perpendiculares
al movimiento, y del movimiento, respectivamente, adimensionalizadas
con la presién dinamica % p1v? multiplicada por la longitud c¢. Comparen

los dos nimeros resultantes.

3. Suponiendo que, a pesar de que el flujo es compresible, el campo de
velocidad en las capas limites encima y debajo de la placa se pueden
aproximar por la solucién de Blasius, obtener también el coeficiente de
resistencia debido a la friccién. Para poder comparar este coeficiente
con los del apartado anterior, supongan que la viscosidad varia como
la raiz cuadrada de la temperatura: p = k:\/Rg—T, donde k ~ 6 x 1078
kg/m?2. Supongan ademds que ¢ =1 m y p = 1 kg/m3. Hallen adems el
coeficiente de resistencia en la direccion de la placa, sin proyectarlo en

relacién al movimiento.
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o

D2
My =26
P1
P1 P3

Figura 7.9: Esquema del flujo sobre la placa

Solucion.
1. Se define en la figura 7.7 con subindice 1 la regién aguas arriba, mientras
que los subindices 2 y 3 corresponden a las regiones por encima y por debajo de
la placa, respectivamente, aguas abajo. Se forma una onda de choque oblicua
debajo de la placa y una expansion de Prandtl-Meyer en la parte superior.
Analizamos en primer lugar la parte inferior.

Segun la expresion (MF22.41) con M; = 2,6 y a = 6 = 5°, se tiene un
angulo de la onda de choque de § ~ 27°. A este resultado se llega también
de forma grafica con la figura MF22.8. Con este angulo § se tiene que la

componente normal del nimero de Mach aguas arriba M, vale (MF22.40)

M,1 = Misen s =1,18. (7.32)

Con estos valores, de la expresion (MF21.29), se obtiene

2yMZ +1—
Dy _DYm 17 g gps. (7.33)
P1 v+1

A este resultado también se podia haber llegado interpolando los valores de la

tabla MF §22.8.
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Analicemos ahora la parte superior de la placa. Para conocer la presion p

aplicamos la expresién de la expansién de Prandtl-Meyer (MF22.65),

a=5%=v(My)—v(M), (7.34)

donde v(M;) = v(2,6) = 41,4147° por lo que v(My) = 46,4147° y en
consecuencia My ~ 2,82 [ver tabla MF §22.9, segin (MF22.64)].

Con los datos de los nimeros de Mach calculamos la presiéon ps usando

(MF22.67),

e
1+ 32 m\ T
P2 _ (2L — 0,712, (7.35)
p1 14 =Mz

pues la presion de remanso se conserva de 1 a 2.

2. La fuerza normal a la placa resulta de la diferencia de presiones p3 — po.
Proyectando esta fuerza sobre la direccién perpendicular a la corriente v; se
obtiene la sustentacién. Asi, el coeficiente de sustentacién es [ver también

(MF21.105)]

Cr = (s —pa)ccosa_ (ps —pa)cosa (12 B @) 2eosar _ 0
spvic 3P My pi p) yMP
(7.36)

Por otro lado, el coeficiente de resistencia resulta de la proyeccion en la

direccién de vy de la fuerza y se define como (MF17.46)

Cp— (p3 — p2)csena (p3 — p2)sen « — <]§ _ p2> 2sena =0,012.

~ gpwfe pMPyE p p) yM?
(7.37)

La relacion entre ambos es
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g_g _ % ~ 114, (7.38)
Se observa que la sustentacién es mucho mayor que la resistencia debido a que
el angulo de incidencia o = 5° es muy pequeno. Para tener una referencia con
la que comparar, si el flujo fuese subsénico, la teoria ideal proporciona (MF

21.105) Cf, ~ 2ra ~ 0,55 y Cp = 0.

3. El coeficiente de resistencia debido a la friccién C'y se puede escribir como

Fpo+ F 0,664
3pP1V1C 2p vlc

donde Fyp y Fy3 son las fuerzas de fricciéon en las caras superior e inferior,
respectivamente, de la placa, y se ha hecho uso de la relacion de Blasius
(MF27.46) (dividida por 2). Sustituyendo v; = M; %, i = 2,3, y usando
la dependencia dada en el enunciado de la viscosidad con la temperatura y la

ecuacion de estado de un gas perfecto se llega a

1,328v/%
Cf:%[ 2p21/ 2p31/ ]N366><10— (7.40)
’74C2M1p2

Se observa que este coeficiente de fricciéon es mucho menor que incluso la

componente horizontal C'p de las fuerzas de presién.
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P.7.7 Cohete

Se desea evaluar las caracteristicas de un cohete que se utilizara para
propulsar un misil. En esencia el cohete consta de un depdsito en donde
se encuentra un gas a presiéon py constante y conocida, y de una tobera
convergente-divergente de area de salida Ay = 2A4,,;,. En particular se desea
conocer el empuje suministrado por el cohete y la relacién de presiones que

debe existir entre pg y la presién exterior en los siguientes casos:

1. Tobera adaptada.
2. Onda de choque en la seccion de salida.
3. Onda de choque en una seccién tal que A/A ;i = 1,2.

4. Suponiendo que el depésito posee una tobera convergente de drea de
salida igual al area minima de la tobera anterior, calcular de nuevo
el empuje para las relaciones de presiones obtenidas en los apartados

anteriores.
5. Discutir y comparar los resultados.

Solucion.

Para calcular el empuje se usara la ecuacion de cantidad de movimento en
forma integral aplicada al volumen de control de la figura 7.10. Como el
proceso se supone estacionario, despreciando las fuerzas de friccién y las

fuerzas mésicas, esta ecuacién se escribe (MF7.21)

/ puv - idS = —/ (p — pa)iidS . (7.41)

c c

La componente vertical (y) de esta ecuacién, teniendo en cuenta que p = pg y
v = vg en la seccion de salida y que ambas magnitudes son uniformes en ella,

queda
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Figura 7.10: Esquema del depédsito y tobera convergente-divergente dentro del misil y

volumen de control utilizado

_pngs = (ps —Pa)As — E.

(7.42)

En esta expresion F es el empuje que el gas ejerce sobre las paredes sélidas del

cohete, que es igual, pero de sentido opuesto, a la integral que aparece en el

segundo miembro de (7.41) evaluada sobre la parte sélida de S.. Este empuje

se puede reescribir de la siguiente manera:

E = A, [pv2 + (ps — pa)]

p
= 2Aminpa |:'7_SM52
Pa

[ 203
pvs—3 + (Ps — Pa)| »
L as
2
2 Qg
_p’US a—g + (ps - pa):| ) (743)

prv% -

s

(ps — pa)] :

—&—1—1],

a
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donde se ha tenido en cuenta que Ay = 2A,,;, v las definiciones del niimero
de Mach y de la velocidad del sonido para un gas perfecto. El empuje
quedard determinado, por tanto, a partir del niimero de Mach en la seccién de
salida, My, y de la relacion entre la presiéon en dicha seccion y la atmosférica.

A continuacién se analiza cada una de las situaciones planteadas.

Ms > 1, ps = pa
Figura 7.11: Tobera adaptada

1. En el caso de una tobera adaptada, el flujo es isentrépico, subsénico en la
parte convergente y supersénico en la divergente, con M = 1 en la seccion
de drea minima, A,,;, = A*, y con ps = p, (ver figura 7.11). A partir de la
relacion de areas conocida entre la seccién de salida y la seccién critica, % =2,
y haciendo uso de la tabla MF §23.4 para un flujo isentrépico, se puede conocer
el nimero de Mach, supersonico, en la salida, My = 2,2, y la relacién entre la
presién de remanso y la de salida, 22 = £ = 10,69. Sustituyendo estos datos

’ Dps Pa
en (7.43) se obtiene el empuje. Asi, para este caso se tiene

E = 13,552p0 Ain » (7.44)
2—0 =10,69. (7.45)

2. Cuando existe una onda de choque normal en la seccion de salida, hasta
esa seccion el flujo es isentrépico, subsonico de nuevo en la parte convergente

y supersénico en la divergente. A través de la onda de choque el flujo se hace
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2
Ms:M2<17 Ps = P2 = Pa

Figura 7.12: Onda de choque en la salida

subsénico, de forma que la presién de salida se ajusta a la atmosférica. Se
tiene, por tanto, ps = py = p, detrds de la onda de choque (ver figura 7.12).
La seccién minima es critica y M = 1. Delante de la onda de choque (punto
1 de la figura 7.12), se tiene M; = 2,2 y g—‘l) = 10,69, igual que en el caso
anterior. Las mangnitudes al otro lado de la onda de choque se obtienen de las

relaciones de Rankine-Hugoniot mediante la tabla MF §22.8, que con My = 2,2

— Pa

proporciona My = 0,547 y g—f b

= 5,48. Con estos valores, sustituyendo en

(7.43), se obtiene el nuevo empuje. Se tiene pues para este caso

E = 0,84A,inPa (7.46)
Po _Pop1 _ 10,69
Pa  P1Da 5,48

=1,95. (7.47)

3. En el supuesto de que se produzca una onda de choque en una seccion
tal que A/Anin = 1,2, el flujo es isentrdpico con condiciones criticas en la
seccién de area minima y subsoénico hasta esa seccién, supersénico desde la
garganta hasta la onda de choque y subsoénico detras de la onda de choque
hasta la salida. Para determinar el nimero de Mach delante de la onda de

choque (seccién 1 de la figura 7.13) se utiliza la tabla MF §23.4 sabiendo que

po _

% = 1,2, con lo que M; =154y m 3,891. Las condiciones al otro lado de

la onda de choque (seccién 2 de la figura 7.13) se obtienen de las relaciones de
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M <1, ps = pa
Figura 7.13: Onda de choque en A/A* = 1,2

Rankine-Hugoniot (tabla MF §22.8). Para M; = 1,54 se obtiene My = 0,687,

con un salto en la presién de remanso dado por f%f = ’;)LQ = 0,9166.
o o

Para resolver el tramo final aguas abajo de la onda de choque se considera
una nueva tobera “ficticia”, con una nueva presién de remanso p,s y una nueva
area critica A*, en la que el flujo es isentrépico. De esta nueva tobera lo tinico
que se sabe es que en su parte divergente hay una seccién en la que el niimero
de Mach vale My = 0,687. Si se consulta la tabla MF §23.4, este valor del Mach
se obtiene para una relacién de areas % = 1,1. Esto nos permite conocer la

relacion entre el area de salida y el area critica en la nueva tobera:

1
A - A* A A - 25171 = 1,833. (7.48)

Usando de nuevo la tabla MF §23.4, se tiene My = 0,34 y la relacién entre

presiones ’% = 1;%2 = 1,083. Finalmente, usando la relacién que existe entre
S a

las presiones de remanso a un lado y otro de la onda de choque, se obtiene

1,087
Po _ Po _ Pol _ PolPo2 _ 2 =1,18. (7.49)
Pa Ps Ps Po2 Pa 0,92

Por tanto, el empuje y la relacién de presiones buscada en este caso son
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E = 0,343AinDa (7.50)
Po
— =1,18. 7.51
Pa ( )

4. Si el cohete estuviera constituido por una tobera simplemente convergente
con el mismo area minima de la tobera anterior como area de salida, el empuje,

dado por (7.43), quedaria como

E = Apinpa |v22M2 - 22 1) (7.52)
Pa Pa

En este caso, el valor maximo del nimero de Mach que se podré alcanzar a
la salida serd My = 1. Esto ocurrird para po/ps > 1,893, aproximadamente
(ver tabla MF §23.4). Si la presién atmosférica es tal que cumple la igualdad
en esa relacion, es decir, si ps = p, ~ 0,528pg, Ms = 1 y el flujo se adapta
perfectamente a la presion exterior, coincidiendo ésta con la presion en la
seccion de salida. Para valores de p, > 0,528pg, My serd menor que la unidad,
pudiéndose obtener su valor de la tabla MF §23.4, de nuevo con ps = p,.
Ahora bien, para valores de p, < 0,528pg, el gas no puede expandirse hasta
esa condicién de presién y continia expandiendose fuera de la tobera. Pasemos,
por tanto, a analizar cada una de las relaciones entre presién de remanso y
exterior obtenidas en los apartados anteriores.

4 (a). po/pe = 10,69. En este caso, p, = % = 0,0935pg < 0,528pq, por lo
que My =1y la relacién entre la presion en la seccién salida y la atmosferica

vale

Ps _ PsPO _ ) 508 % 10,69 = 5,64. (7.53)

Pa Po Pa

Sustituyendo en (7.52) se obtiene un empuje de
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E = 3,256pa Amin - (7.54)

4 (b). po/pa = 1,95. De nuevo se cumple que p, = lp—°5 = 0,512p9 < 0,528pq
por lo que M = 1y el gas terminara de expandirse hasta la presion atmosférica
fuera de la tobera. Entre la presién en la seccién de salida y la atmosferica

existe la relacién

Ps Ps Po

Ps _ PsPO _ 598 % 1,05 = 1,0296., (7.55)
Pa Po Pa
y el empuje dado por (7.52) vale
B = 1,41p0 Apin - (7.56)

4(c). po/pa = 1,18. En este caso p, = 0,847py > 0,528pg, por lo que My < 1
Y Ps = Pa, siendo el flujo subsénico en toda la tobera. Consultando la tabla
MF §23.4 con esta relacién entre presiones de remanso y exterior, se obtiene
un valor para el numero de Mach a la salida de M, = 0,49, que sustituido en

(7.52) proporciona el empuje,

E = 0,336pq Apmin - (7.57)

5. Los resultados anteiores muestran que el empuje cae muy fuertemente en
cuanto el flujo en la tobera deja de ser isentrdpico, es decir, cuando se produce
una onda de choque en su interior, tanto mas cuanto mas intensa sea la onda de
choque, resaltando, por tanto, la importancia de que la tobera esté “adaptada”
a las condiciones exteriores. Por otro lado, para la misma relacién entre la
presion en el depdsito y la presion exterior, una tobera convergente—divergente
producird un empuje mayor (como minimo igual), pues permite una expansién

isentropica mucho més amplia. En una tobera sélo convergente, la expansion
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isentrépica maxima (para y = 1,4) es de pg/ps ~ 1,893; el resto de la expansién
se tiene que producir fuera de la tobera si py/p, > 1,893. En una tobera
convergente-divergente, la expansion isentrépica, que genera el empuje, puede

ser mucho mayor.
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P.7.8 Descarga de un depésito con la ayuda de un compresor

Para acelerar el proceso de descarga de un liquido de densidad p contenido
en un depdsito (de seccién A y volumen V = AH) a través de un orificio de
seccién Ag situado en su fondo se utiliza un compresor colocado en la parte
superior del depdsito. Este compresor comunica una potencia W (constante y
conocida) al aire, que es forzado hacia la parte superior del depdsito para
aumentar la presion encima de la superficie libre del liquido, fomentando
su descarga (ver figura 7.14). Sabiendo que todo el sistema estd aislado
térmicamente del aire circundante, que el nimero de Mach al cuadrado del
aire que sale del compresor es muy pequeno, que la altura inicial del liquido es
ho v que las condiciones iniciales del aire en el depdsito son las atmosféricas,
escriba el conjunto de ecuaciones que permitan obtener las evoluciones con el
tiempo de h(t), pq(t), pa(t) y vs(t). Intente escribir estas ecuaciones en forma
adimensional, dando el orden de magnitud del tiempo que tarda en descargarse

el depdsito.

Simplifique las expresiones anteriores para considerar el caso en el que el
compresor no se activara, bloqueando, por tanto, la entrada de aire al deposito.

; Quedaria liquido en é1?7 En caso afirmativo, obtenga los valores finales de h,

Pday pd-

Solucion.

Se escriben a continuacién las ecuaciones del compresor, parte del depdsito
con aire y parte del depdsito con liquido para obtener una relaciéon entre la
potencia del compresor W y la velocidad de salida del chorro del fondo del

depésito vs(t), junto con relaciones para h(t), pg(t) y pa(t).
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Pas ha

Q

vs(t)
Figura 7.14

La potencia W que el compresor comunica al aire se traduce en un aumento

de su entalpfa de remanso de acuerdo con (MF23.34)
W = G (hoe — ha) , (7.58)

donde G es el gasto masico de aire que entra en el depdsito, con una entalpia de
remanso hge, v se ha tenido en cuenta que el difusor de entrada del compresor
estd bien disenado para que la entalpia de remanso permanezca constante e
igual a la entalpia ambiente h,. Por supuesto, se han despreciado las fuerzas
masicas. Como el nimero de Mach al cuadrado a la entrada es muy pequeno,
M? < 1, se tiene que hge =~ h.. Por otro lado, teniendo en cuenta que
he = [v/(y — 1)]pe/pe para un gas perfecto, que el proceso en el compresor se
puede suponer aproximadamente isentrépico, pe/pe = pa/pa, ¥ que pe = pd,

se llega a [comparar con (MF23.36)]

(v=1)/~
W = Gha (%) - 1] . (7.59)
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Las ecuaciones de conservaciéon de la masa (MF23.42) y de la energia

(MF2343) del aire dentro del depdsito se escriben,

d Pd Pa
A— H—-h)|=G —= == 7.60
dt [pd( )] ) pzl/ pg ) ( )

respectivamente, donde se ha tenido en cuenta que la ecuacion de la energia se
puede sustituir por una relacion isentrépica dado que el depdsito estd aislado
térmicamente y la energia cinética del gas a la entrada es despreciable frente
a la térmica al ser M2 < 1.

La ecuaciéon de conservacién de la masa del liquido contenido en el depdsito
nos dice, en forma integral, que la disminucién del volumen de liquido es igual
al caudal que sale por el orificio de secciéon A;. Si la velocidad se supone

uniforme en este orificio, y de valor vy, se tiene

dh
—AE = ASUS . (761)

Por otro lado, si se desprecia la friccién viscosa del liquido al salir por el orificio,
se puede aplicar la ecuacién de Bernoulli (MF19.17) a una linea de corriente
entre un punto cercano al orificio donde la velocidad es mucho menor que v y
su presién (hidrostética) pg+ pgh, aproximadamente, y un punto en la seccién
A, donde la presion es la atmosférica y la velocidad v:

1
pa-+ pgh =pa+ 5pv5. (7.62)

Se ha tenido en cuenta también que la diferencia de altura entre estos dos
puntos es muy pequena comparada con h y que el proceso es casi estacionario
por la misma razon de proximidad entre estos dos puntos en relaciéon a h. De

esta ecuacion se obtiene

Ve = \/2w +2gh. (7.63)
p
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El primer término dentro de la raiz cuadrada aumenta la velocidad de salida
del chorro en relacién a la ley de Torricelli (2.9), vs = v/2gh, que se tendria si
el depdsito estuviera abierto a la atmésfera por su parte superior.
Despejando G de (7.59) y sustituyendo en (7.60), y juntando (7.61) con
(7.63), se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias en las que solo

intervienen pg(t) y h(t):

1/
Apoy | (B2) -1 = W e
dt | \ pa b [<p_d) =D/ 1]
@ 1\ pa
dh As Pd — Pa
s o 29h .
h_ 4 \/ % agh, (7.65)

que se tendrian que resolver con las condiciones iniciales
Pd=Pa; h=ho en t=0. (7.66)

Una vez resueltas, v, saldria de (7.63) y pg de la segunda de las expresiones
en (7.60).

Pero es conveniente escribir estas ecuaciones en forma adimensional para
simplificarlas antes de intentar resolverlas numéricamente y, sobre todo, para
estimar el orden de magnitud del tiempo que tarda el liquido en salir del

depdésito. Definiendo las variables adimensionales

h t
=, n=2l 7= (7.67)

é.: _pa7 tc’

donde t. es un tiempo caracteristico, de momento desconocido, (7.64)-(7.65)

se escriben

(noh = 1) Lpha-g)] - % , (7.68)

d Aste 12 H
£_ 50,/%«/7]—14—&, con a=2. (7.69)

dr AH Pa
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En (7.69) se ha factorizado el primer término de la raiz cuadrada de (7.65)
para poner de manifiesto que la descarga estd principalmente controlada
por el compresor (por pg), v no por la gravedad (por h). Por tanto, el
factor que multiplica la tltima raiz cuadrada de (7.69) debe ser de orden
unidad, proporcionando el orden de magnitud del tiempo de descarga t.. Para

simplificar la ecuacion se toma

HA [p
te = L. :
A, \ 2p, (7.70)

por lo que (7.64)-(7.66) finalmente se escriben

(o= —1) % -] =8, (7.71)
% =—Vn—-1+at, (7.72)
n=1, €=ho/H en 7=0, (7.73)
donde
B = % gfjg, (7.74)

que junto con hg/H y « definido en (7.69) son los tinicos pardmetros que
gobiernan el problema. Se podria haber adimensionalizado h con hg en vez de
H, pero con £ tal como se ha definido en (7.67) el pardmetro hy/H solo aparece
en la condicién inicial. El pardmetro 8 proporciona la potencia del compresor
convenientemente adimensionalizada, hg/H puede ser practicamente la unidad
y por tanto irrelevante, y « es la relacion entre el efecto de la gravedad y de py
en la descarga. Si « es de orden unidad (o menor), tal como se estd suponiendo,
el orden de magnitud del tiempo de descarga es el que se ha definido en (7.70).
Sin embargo, si « fuese mucho mayor que la unidad, la descarga no estaria
controlada por el compresor, sino por la gravedad, y habria que cambiar el

tiempo caracteristico de descarga por t.//« en las ecuaciones anteriores.
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Una vez integradas numéricamente estas dos ecuaciones diferenciales
ordinarias, que proporcionarian py(t) y h(t) de acuerdo con (7.67), la densidad

del aire en el depésito y la velocidad de salida del chorro se obtendrian de

[2pa

Pa

Si el compresor no existiera o estuviese bloqueado, de manera que el
depdsito estuviera cerrado por arriba, tendriamos G = 0, que seria equivalente
a hacer § = 0 en las ecuaciones adimensionales anteriores. Por tanto, la
ecuacién diferencial (7.71) se podria integrar para porporcionar una relaciéon

algebréica entre £ y n:

"1 —¢=1-X, con A= 7 (7.76)

donde se ha hecho uso también de la condicién inicial (7.73). Esta ecuacién nos
dice que la masa de aire en el depdsito permanece constante, disminuyendo
por tanto la presiéon (y la densidad) a medida que se descarga el liquido.
Introduciendo esta relacién en (7.72) se tendria una ecuacién diferencial que
solo involucra a £(t).

El liquido saldria por el orificio hasta que d§/dr = 0, proporcionando la

siguiente relacién algebrdica entre los valores finales de n y &:

ng=1-aly, (7.77)

o, en forma dimensional,
Pd; = Pa — pghy . (7.78)
Es decir, el liquido descarga hasta que la presién en depdsito ha bajado tanto
que sumada a la presién hidrostédtica del liquido en el orificio, pgh, iguala a
la presion atmosférica de salida. La otra relacién algebraica entre los valores

finales n y &f se obtiene de (7.76):

ny = <%>7 . (7.79)
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Igualando con (7.77) se tiene la siguiente relacion algebraica para &5 = hy/H:

(iy — 1o (7.80)

Si esta ecuacién tiene solucién real positiva, £y > 0, el liquido no descarga
completamente del depdsito, quedando una altura final hy en equilibrio con

una presion pq, .






Capitulo 8

Ondas sonoras

P.8.1 Onda monocromatica plana contra una pared

Una onda sonora monocromaética plana de frecuencia w incide normalmente
sobre un tabique de espesor mucho mas pequeno que la longitud de onda y de
masa m por unidad de superficie (ver figura 8.1). Calcular las ondas reflejadas
y transmitidas por la pared en funcién de m,w, p,,a, y de la intensidad de
la onda incidente. ;Cual es el limite de la intensidad de la onda transmitida

cuando m — oo?

0, Po, Ao

Figura 8.1: Esquema del problema: onda incidente y tabique en x = 0
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Solucion.
La perturbacién de la presion producida por la onda monocromatica incidente

es, segin el enunciado,

donde I es la amplitud conocida de la onda incidente. Distinguimos dos
regiones: zona 1, para < 0, donde la perturbacion de la presion vale
/

r__ Ieiw(t—:—o) +Rem(t+%), (8.2)
Poao

con R la amplitud de la onda reflejada, y una zona 2, x > 0, con presion

_— = Te a s 83
£oao (8:3)

en la que T es la amplitud de la onda transmitida. Se han escrito las
expresiones complejas, de las que habra que tomar la parte real para obtener
las perturbaciones de la presién.

Para hallar las constantes R y T" aplicamos las condiciones de contorno en

la pared z = x,(t) ~ 0:

Uup = - = U1 = uz, (8.4)
duy,
m% =P1—DP2. (8.5)

Haciendo uso de las expresiones (MF25.24) y (MF25.25) que relacionan el
campo de velocidad y la presion para ondas planas que se propagan hacia la
derecha y hacia la izquierda, respectivamente, y teniendo en cuenta (8.2)-(8.3),

las expresiones anteriores quedan
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I—R=T, (8.6)
I+R-T=mTiw. (8.7)
Despejando R y T, se tiene
miwl
= i 55

para la amplitud de la onda reflejada y

21
T=—"—— 8.9
2+ miw’ (8.9)

para la amplitud de la onda transmitida.

De las ecuaciones anteriores se deduce que si m — oo la amplitud de la
onda transmitida seria obviamente nula. Del mismo modo, la amplitud de la
onda reflejada serfa igual a la incidente.

En la regién 1 (z < 0), sustituyendo (8.8) y (8.9) en (8.3) se tiene que

/ w(t— 2 wl 2
P o —x [Iew(t a0) 4 ;ZL,eM(H ao)] para x < 0. (8.10)
L£oao miw

Desarrollando el cociente de niimeros complejos,

/

P g [Ieiw(t—;;) L mwl(me +20) e+ 2)

Poao 4 + m2w? ] para x <0. (8.11)

Teniendo en cuenta el mdédulo que queda en el denominador de la onda

reflejada, podemos definir

z=mw+ 21, (8.12)

o lo que es lo mismo
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2

z=re, r= 202 +4, tanf =
mw

(8.13)

quedando finalmente la expresién anterior como

4 I{cos[ <t x>]+ e cos[ <t+$>+ﬁ]} ara r < 0
= wlt—— — = w — .
P00 ao V4 + m?w? ag P

(8.14)
Operando de la misma forma para la regién 2 (x > 0) queda
o = T () ]
= cos |[w|t—— | —al| parazxz >0, 8.15
Poao 4 + m2w? aog P (8.15)
siendo tan a = 757, Los campos de velocidad y densidad en # <0y x > 0 se

obtendrian de (8.14) y de (8.15), respectivamente, haciendo uso de (MF25.24)
y (MF25.25).
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P.8.2 Estallido de un globo

Se desea estudiar la onda sonora provocada por el estallido de un globo.
Para ello se supone que el globo es una esfera de radio R y que contiene aire
con una densidad ligeramente superior a la atmosférica: p = p, + A = pg + 4,
con A < pg. En t = 0 estalla el globo, produciéndose una onda que se
propaga hacia el exterior y otra hacia el interior. Considerar sélo la onda
que se propaga hacia el exterior (r > R), hallando el campo de densidad y de

presién. Comenten fisicamente los resultados.

N

Figura 8.2: Esquema y coordenadas del problema

Po

Solucion.

Se supone que las ondas sonoras producidas por el estallido del globo tienen
simetria esférica, por lo que se utilizara la ecuacién (MF25.74) para el célculo
del potencial de velocidad,

b= F(’F — aot) i G(’F + Clot) : (8.16)

r r

donde F'y G son funciones arbitrarias de sus argumentos y ag es la velocidad
de propagacién del sonido en un gas perfecto en las condiciones pg y po, es

i — bo
decir, ag = /Yoo

La perturbacion de la velocidad es (MF25.75)

_ 9

"

que en el instante inicial es idénticamente nula. Asi, en t = 0,

(8.17)
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% =0 — ¢ = constante = 0, (8.18)

donde la constante de integracién se toma igual a cero para que la presién y la
densidad no diverjan cuando r — co. Haciendo ¢t = 0 en (8.16), esta ecuacion

queda como

F(r)+G(r)=0. (8.19)

Luego, para cualquier instante ¢ se tiene

b= F(r ; aplt)  F(r —: apt) ' (8.20)

Para hallar F' hay que aplicar la condicién inicial, relacionada con la
perturbacién A de la densidad. Las variaciones temporales de la funcion
potencial de velocidad ¢ son, de acuerdo con (8.20),
¢ F'(r — agt) F'(r + aot)
-, = —ao — Qg )
ot r r

de donde se deduce que la perturbacién de la densidad viene dada por

(MF25.15)

(8.21)

' 1 F(r—agt) 1F t
A_1Fr-at) 1F{r+at) (8.22)
£0 ag T ag r

En el instante inicial ¢ = 0 hay que distinguir dos regiones, una dentro y otra

fuera del globo. Para r > R se cumple

— =0, 8.23
Po ( )
y, por tanto, segin (8.22), F'(r) = 0 para r > R. Para r < R se tiene

, (8.24)
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de donde
’ CLOAT .
F = si r<R. 8.25
20 (8.25)
Es decir, la funcién F' satisface
/ 0 si £€>R
F (&) =1 ane .. (8.26)
500 S ¢E< R,

vélida sélo para & > 0 (r > 0). Para obtener la expresion para £ < 0, definimos

x = —r y volvemos a aplicar (8.23)-(8.24) en t = 0. Para —z > R,

P 0=F(-a); (8.27)
Po
para —x < R,
/
A
r_=, (8.28)
PO PO
de donde
! A !
Floa)=-22" - _F(a). (8.29)
2po

Combinando todos los resultados anteriores, la funcién F’ (&) viene dada por

FI (&) =1 wone . (8.30)
{%§SIW<R
De esta forma, para r > R la funcién F' (r — agt) vale
0 si r—agt>R >R+ apt
F'(r—apt) =40 si r—agt<—R 7r<apt—R (8.31)
apA(r—agt)

%0 si agt— R<r <R+ apt.

El campo de densidad (8.22), segin la ecuacién anterior, queda
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0 si r> R+ apt
p=<0 sior<apt—R (8.32)
A(r—aot)

5 si agt— R<r <R+ agpt.

AR
(I(]t —R 2r
r

AR (ot ot + R

Figura 8.3: Perfil radial de la perturbacion de la densidad para un instante ¢

Fisicamente, para un instante ¢ > 0, se tiene una onda esférica de espesor 2R
en la que existe un cambio de densidad lineal en la direccién radial y que viaja
a la velocidad del sonido ag (ver figura 8.3). La intensidad de la onda decae
como 1/r a medida que se aleja de la fuente situada en r = R.

La presion varia de la forma (MF25.7) p = pg+p' = ps + a%p’, por lo que
la onda de presién también es lineal. Este ligero cambio de presién (A < pg)

es lo que percibimos como el estallido del globo cuando la onda llega al oido.



Capitulo 9

Capa limite laminar

P.9.1 Velocidad terminal de una placa plana

Una placa plana rectangular de area a x b, grosor despreciable y masa M
cae verticalmente en el interior de un liquido de densidad p y viscosidad . Se
desea estimar la velocidad terminal de caida suponiendo que el flujo alrededor
de la placa puede aproximarse por el perfil de velocidad de Blasius y que este
flujo no se hace turbulento. En particular, hallen la velocidad terminal para
los siguientes datos: @ = 1 m, b =2 m, p = 815 kg/m?, v = 107 m?/s, M =2
kg. Comprueben si el resultado es coherente con la aproximacién tomada para
el perfil de velocidad.
Solucion.
La velocidad terminal U se alcanza cuando el peso de la placa equilibra la
fuerza de resistencia (la fuerza de flotabilidad es nula debido a que el espesor

de la placa es despreciable):

Mg =Fg. (9.1)

Suponiendo que el perfil de velocidad de la componente vertical de la velocidad
(paralela a la placa) viene dado por la expresiéon de Blasius (MF27.31), la

fuerza de resistencia puede expresarse como (MF27.46):
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Figura 9.1: Esquema y coordenadas. A la izquierda, vista frontal de la placa. A la derecha,
vista lateral mostrando el espesor de la capa limite

Fr = a x 1,328/ pubU3.

(9.2)
Sustituyendo en (9.1) y despejando U se obtiene la velocidad terminal
Mg 2/3 1
= — >~ 547 , 9.3
() Gy =247 63

donde se han sustituido los valores numéricos del enunciado en la ultima
igualdad.

Para que la expresién anterior de la velocidad terminal sea valida, se tiene

que cumplir, en primer lugar, la hipdtesis de validez de capa limite

bU

Re=—>1,
1%

(9.4)

que se cumple holgadamente, pues con los datos numéricos suministrados
Re ~ 1,09 x 107. De forma més precisa, para que la solucién sea valida el

espesor de la capa limite en © = b, que usando (MF27.36) se puede escribir
como &, ~ 4,95,/vb/U ~ 3 x 1073 m, tiene que ser mucho menor que la



CAPITULO 9. CAPA LIMITE LAMINAR 163

longitud b = 2 m de la placa. En este sentido, por tanto, la expresion (9.3) es
valida con bastante precision.

Por otro lado, el flujo de capa limite tiene que permanecer laminar para
que el resultado (9.3) sea valido. Teniendo en cuenta que el perfil de velocidad
de Blasius se hace inestable a una distancia del orden de 3 x 106v/U del borde
de ataque (ver MF §30.1), dado que esta distancia es aproximadamante 0,54
m en nuestro caso, el perfil de velocidad se hace turbulento después de haber
recorrido algo més de la cuarta parte de la longitud b, y la expresion (9.2)
para la fuerza de friccion que se ha usado para calcular la velocidad terminal

va no es valida a partir de esa distancia del borde de ataque.
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P.9.2 Resistencia de la orza de un barco de vela

Para calcular la resistencia hidrodindmica de una orza, o timén fijo a la
quilla de un barco de vela, se supone que ésta consiste en una placa plana
de forma trapezoidal con las dimensiones que se dan en la figura 9.2 y que el
movimiento del agua alrededor de ella viene descrito por la solucién de Blasius
para la capa limite laminar sobre una placa plana infinita. Calcular la fuerza
de resistencia que ofrece la orza al movimiento del barco cuando avanza a una
velocidad U. Calculen también el valor méaximo de la longitud b para que la

capa limite permanezca laminar con esa velocidad U.

Figura 9.2: Esquema y coordenadas

Solucion.

Para calcular la fuerza de resistencia se utiliza el esfuerzo de friccién de Blasius

(MF27.45),

U3
(x) = 0,332 2 (9.5)
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integrado sobre toda la superficie de la orza. Los limites de integracion serian

0<z<hyO0<z<I(2), donde I(z) viene dado por (ver figura 9.2):

l(z) =a+ b

Es decir,

h I(2) h b—a 1/2
Fr=2[ d d =1,328 U3/2/ d
R A K Gy
h . .
_ 3/2 3/2  3/2
0,885 1/ pulU - (b a’?). (9.7)

Si b fuese igual a a, la expresién anterior seguiria siendo vélida, pero habria
que obtener el limite de (b2 — a3/2)/(b — a) cuando b — a. Para ello, se
hace b = a + ¢, € < 1, se desarrolla en serie de Taylor, p/2 = (a + 6)3/2 ~
a®/?[1+3€¢/(2a)] y se obtiene (632 —a®?)/(b—a) — 3a'/?/2, que sustituido en
(9.7) obviamente proporciona la expresién (MF27.46), pero con L sustituido
por a y multiplicado por h.

La expresion (9.7) es (aproximadamente) vélida siempre que el flujo en la
capa limite permanezca laminar. Es decir, si b < 3x10% /U, aproximadamente

(ver MF §30.1).






Capitulo 10

Flujo turbulento de liquidos
en conductos

P.10.1 Descarga de un depodsito

Un depdsito que contiene un liquido de viscosidad cinematica v y densidad
p descarga a través de un conducto horizontal, hidraulicamente liso, de
longitud L y didmetro D. Suponiendo que el movimiento en el conducto es
turbulento, que el nivel H de liquido en el depdsito permanece practicamente
constante y que los valores numéricos de las diferentes magnitudes son L = 100
m, D =10cm, H=10m y v = 107% m?/s, calculen en caudal Q. ;Es
razonable suponer que el flujo es turbulento?

Pa

L, D

HQ

Figura 10.1: Esquema de la descarga de un depdsito a través de un conducto horizontal
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Solucion.
Para que el flujo en el conducto se pueda suponer turbulento se debe cumplir
la condicién

Re > Re, ~ 2300, (10.1)

que se comprabard una vez resuelto el problema, pues necesitamos conocer @)
para calcular el nimero de Reynolds Re.

Respecto al tubo, se dice que se puede considerar hidraulicamente liso, por
lo que el coeficiente de friccion A sera funcion sélo del nimero de Reynolds del
movimiento, A = A\(Re). Ademds, dado que la altura del nivel del liquido del
depdsito permanece casi constante, se estudiara el problema estacionario. Se
tiene, por tanto, el movimiento turbulento y estacionario de un liquido en un
conducto con la friccién funciéon del nimero de Reynolds. Las ecuaciones de
conservacion de la masa y la cantidad de movimiento (MF33.27) y (MF33.28)

en este caso se escriben

D2

v”4 —-Q, (10.2)
9 (v> »p Av?
I T = 10.
8x<2+p+gz> 5D (10.3)

donde se ha tenido en cuenta que el conducto es de seccién circular con
diametro D y que las Unicas fuerzas masicas presentes son las gravitatorias.
De hecho, como el conducto es horizontal, el término gz de (10.3) desaparece
al no variar con la coordenada x a lo largo del conducto. Asimismo, el término
v?/2 en (10.3) también es despreciable pues v no depende de x de acuerdo con
(10.2) (@ y D no dependen de x). Por tanto, la integracién de (10.3) entre la

entrada (z=0) y la salida (z=L) del conducto, proporciona

M? _8)\LpQ2

p(0) —p(L) = —Pﬁ =TT 2ps (10.4)
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donde se ha tenido en cuenta que v no depende de x y, en consecuencia,

tampoco Re ni A. Esta ecuacién proporciona el caudal

w2 D>
Q= \/SALP [p(0) — p(L)] . (10.5)

Al ser A funciéon del niimero de Reynolds y, por tanto, de @, la ecuacién anterior
se ha de resolver de forma iterativa con el diagrama de la figura MF32.4, o la

ecuacién (MF32.67) con ¢/D = 0, previo calculo de los valores de p(0) y p(L).

[

C

k

Figura 10.2: Detalle de la entrada

Para determinar la presién a la entrada del conducto se tendra en cuenta
la conservacion de la presién de remanso desde el fondo del depdsito pos (con
velocidad précticamente nula y distribucién de presién hidrostética), hasta la
entrada al conducto pg. (se supone que no existen pérdidas localizadas en la

unién depésito-conducto):
1

pos = pa -+ pgH = poc = p(0) + 5pv* (10.6)

Despejando la presiéon a la entrada del conducto, se obtiene
(0) +pgH — L p0? 4 pgH — - 19\’ (10.7)

= — —pv° = —=—p|—=| - .
p pa+pgH = 5pv” = pa+ pgH = 5p( —

En la seccién de salida, el conducto estd descargando a la atmésfera, por

lo que p(L) = p,. Por tanto, la ecuacién (10.5) para el caudal @ se escribe

nD? 29H
4\ (1+23)

Establecida la ecuacién para @), el proceso iterativo comenzara por suponer

Q=

(10.8)

un valor del caudal, con el que se calcularé el nimero de Reynolds. Con éste y
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con la figura MF32.4 (rama correspondiente a un tubo hidrdulicamente liso) se
obtendra un valor de A, el cual, introducido en (10.8), nos dard un nuevo valor
para el caudal que permitira corregir el nimero de Reynolds, repitiéndose de
nuevo el proceso hasta obtener el caudal con la precisién deseada. Sélo queda

por establecer la relacion entre el caudal y el nimero de Reynolds:

vD 40Q)
Re > Do (10.9)

Con los datos del problema, suponemos inicialmente @ = 0,31416 m3/s
(Re = 4 x 10%) y procedemos iterativamente como se acaba de describir. Los

resultados se resumen en la siguiente tabla:

Iteracién | @ (m3/s) Re A
1 0,3141 | 4,00 x 10% | 0,0095
2 0,0339 | 4,31 x 10° | 0,0136
3 0,0204 | 3,74 x 10° | 0,0135
4 0,0289 | 3,68 x 10° | 0,0137
5 0,0287 | 3,65 x 10°

Después de 5 iteraciones podriamos dar por concluido el proceso iterativo,!
teniendo finalmente el caudal buscado un valor de @ ~ 0,0287 m?/s.

De la tabla anterior también se deduce que el nimero de Reynolds
es apreciablemente mayor que el valor critico (Re =~ 2300), por lo que
es perfectamente valida la hipotesis de flujo turbulento completamente

desarrollado.

LEl lector puede hacer alguna iteracién mas para conseguir un resultado més exacto.
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P.10.2 Fuente

El chorro de una fuente piblica es impulsado por una bomba a través de
un conducto de longitud L y seccién circular de didmetro D. La potencia que
la bomba le suministra al fluido, de densidad p, es Wy veces el caudal que
circula por ella, W = W@, donde Wy es una constante conocida. Suponiendo
que el flujo en el conducto es siempre turbulento, con coeficiente de friccion A
independiente del niimero de Reynolds, y que la pérdida de presién de remanso
en el codo del conducto es K. veces la energia cinética por unidad de volumen

que circula por el mismo, se pide:

1. Evolucién de la altura del chorro en funcién del tiempo suponiendo
que en t = 0 se pone en funcionamiento la bomba con el conducto
completamente lleno de liquido. En particular, hallen la ecuacién
diferencial que gobierna h(t) suponiendo que fuera del conducto el flujo es
casi estacionario y con friccién aire-liquido despreciable. (Por supuesto,

el flujo dentro del conducto no es estacionario.)
2. Valor estacionario h. de la altura del chorro.

3. ;Qué condicién tiene que cumplir h, para que la hipotesis de chorro casi

estacionario del apartado primero sea valida?

Solucion.
1. El tnico elemento donde el flujo no es casi estacionario es el conducto, por
lo que se empezara escribiendo las ecuaciones que gobiernan el flujo turbulento

e incompresible en él [(MF33.27), (MF33.8)]:

v— =Q, (10.10)

2 2
G <£+”_+gz> :_;i (10.11)
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- — —
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“Wo 'D

Figura 10.3: Esquema de la fuente

donde x es la coordenada a lo largo del conducto, comenzando desde justo
detras de la bomba y llegando hasta la salida del chorro, z es la coordenada
vertical (medida a partir del fondo del depésito, por ejemplo; ver figura 10.3)
v @ es el caudal que circula por el conducto, que no depende de x. Como el
diametro del conducto es constante a lo largo de z, también lo sera la velocidad
v de acuerdo con (10.10), siendo asi nulo el término de variacién de v?/2 en
(10.11). Integrando esta ecuacién respecto a x, se tiene
dv Av?

p
— — —ax=C 10.12
dtac—i—p—i—gz—i—ﬂ)x , ( )

donde C' es una constante de integraciéon que se eliminard en cada tramo del
conducto en funcién de las respectivas condiciones de contorno.
En el tramo horizontal, z = 0 y se tienen las condiciones de contorno para

la presién (ver figura 10.4) siguientes:
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2 3p:p2enx20yp:pgen:li:L—H, (10.13)

Figura 10.4: Tramo
horizontal

donde tanto ps como ps son de momento desconocidas. Sustituyendo estas
condiciones de contorno en (10.12) y restando las ecuaciones resultantes para
eliminar la constante C, se tiene

dv ps—p2 | A

E(L_H)—i_ P +ﬁ(

L—H)=0. (10.14)

En el tramo vertical (4-5 en la figura 10.5), se tienen las condiciones de

contorno

p=psy z=0en =1L~ H, (10.15)
p=psy z2=H en v=1, (10.16)

4

Figura 10.5: Tramo vertical

que sustituidas en (10.12) proporciona

dv Pa P4 v?
— H + — H—-——+—H=0. 10.17
dt +p+g p+2D ( )

Sumando (10.14) y (10.17) se tiene
dv  p3+pa—Dp2—pa g

AU
— L H+—L=0. 10.1
Lt ; +gH + 55 L=0 (10.18)
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Por otro lado, en el codo (tramo 3-4 en la figura 10.6), donde hay una

pérdida localizada de presién de remanso, se verifica (MF §33.5)

4
_I v2 02 v2
— = — + K.p—; 10.19
5 I ps+py =patpg + Keps (10.19)
Figura 10.6: Codo
es decir,
02
p3—py=Kep. (10.20)
Sustituyendo en (10.18),
dv Pa — P2 v? (AL
— L+ ——- H+ —|—+K.)=0. 10.21
gt T K (10.21)

Para completar la ecuacién en el conducto se necesita calcular py. Para ello
se hace uso de la ecuacién caracteristica de la bomba, dada en el enunciado del
problema, W = W@, donde Wy es una constante conocida, y de la ecuacion
de la energfa en forma integral (MF23.37) aplicada a la bomba (ver figura

10.7)

’U2
W=aQ (m TP —Pa— ng) = W@, (10.22)

Figura 10.7: Bomba

donde se ha tenido en cuenta que la presion de remanso a la entrada de la
bomba es aproximadamente igual a la presién estatica en el fondo del depdsito,
Po1 = Pa-+pgH, pues en el depdsito la velocidad del agua es practicamente nula

(al menos despreciable en relacion a la velocidad v en el conducto) y la presion
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de remanso se conserva (aproximadamente) en el difusor de entrada a la bomba
si éste esta bien disenado. Despejando ps — p, de (10.22) y sustituyendo en

(10.21) se tiene al fin la ecuacién que gobierna el flujo en el conducto,

@L+v—2(1+£+l{c>:%, (10.23)
D p

que se ha escrito de tal manera que en el lado derecho estd la potencia
comunicada por la bomba al fluido (en unidades de energia por unidad de
masa) y en el lado izquierdo estdn todos los términos en los que se invierte
esta potencia. Esta manera de escribir la ecuacién es conveniente para poder
detectar si se nos ha olvidado algin elemento del conducto. Obsérvese que no
hay ningtn término con la aceleraciéon de la gravedad, pues el chorro sale del
conducto a la misma altura H que la superficie libre del estanque de donde se

toma el agua.

En el chorro se va a suponer que el proceso es casi estacionario (ver
apartado 3 mas abajo). Como también se va a suponer que la friccién entre el
aire y el chorro es despreciable, se verifica la ecuaciéon de Bernoulli (MF19.17).
Teniendo en cuenta, ademads, que la presion en cada seccién del chorro es
constante e igual a la atmosférica p,, esta ecuacién entre las secciones de
salida del chorro, z = H, y la altura final del mismo, z = H + h (ver figura

10.8), se escribe

Figura 10.8: Chorro
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2
gH + % = g(H +h), (10.24)

donde se ha tenido en cuenta que la velocidad en z = H es la del conducto,
mientras que en z = H + h la velocidad del fluido es practicamente nula. Por

tanto, se tiene la siguiente relacion entre la velocidad v y la altura del chorro:

v =1/2gh. (10.25)

Sustituyendo esta velocidad y su derivada temporal en (10.23), se llega
finalmente a la ecuacién diferencial solicitada, que gobierna la evolucion

temporal de la altura del chorro:

g dh AL Wo
It 1+ 4K ) = 20, 10.26
Vona ~ 1Y < ot P (10:26)

que se ha de resolver con la condicién inicial

h(t=0)=0. (10.27)

2. La anterior es una ecuacién no lineal para h(t) que no es facil de resolver
analiticamente. Sin embargo, si que es facil obtener el valor estacionario final
que alcanza la altura del chorro. Para ello no hay mas que anular el primer

término de (10.26), resultando

he = Wy :
¢ pg(l—i—%—i—Kc)

También se puede estimar el orden de magnitud del tiempo necesario para

(10.28)

que se llegue a esta altura estacionaria final. Comparando el primer y ultimo

término de (10.26), teniendo en cuenta que h ~ h,,

1/2
g he WO
= —L ~ — 10.2
(he> te p’ (10.29)



CAPITULO 10. FLUJO TURBULENTO DE LIQUIDOS EN CONDUCTOS 177

donde t. es el tiempo caracteristico buscado. Despejando t. y sustituyendo h,

de (10.28), se tiene

P
te~ L : 10.30
\/Wo (1+ %+ K.) 10:30)

3. Si el movimiento del chorro no fuese casi estacionario, la ecuacién de

cantidad de movimiento seria, en vez de la ecuacién de Bernoulli (10.24),

85;0 + % <%§ + gz) =0, (10.31)
donde v, es la velocidad en cada seccién del chorro definida por la coordenada
2" alo largo del mismo. Esta ecuacién es andloga a (10.11), pero sin friccién
y sin el término de presién, pues p ~ p, en todo el chorro. En el apartado

primero se ha despreciado el primer término de la ecuacién anterior; es decir,

se ha supuesto que

% <y, (10.32)

c

donde t. es el tiempo caracteristico del proceso, estimado anteriormente
(10.30), y se ha tenido en cuenta que las variaciones de 2’ y z son las mismas. La
velocidad caracteristica del chorro se puede tomar del orden de v, v, ~ \/ghe,
que es lo mismo que decir que los dos términos entre paréntesis en (10.31) son
del mismo orden. Teniendo en cuenta (10.28) y (10.30), la condicién que se
ha de verificar para que el movimiento en el chorro se pueda considerar casi
estacionario es
Wo

— < 1. 10.33
oL (10.33)

Si la friccién no fuese importante en el conducto, es decir, si AL/D < 1

y K. < 1, se tendria que he ~ Wy/(pg) y te ~ L+/p/Wy, y la condicién
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anterior se podria escribir como h./L < 1, que es una condicién bastante
evidente, pues sélo si la altura del chorro es mucho menor que la longitud
del conducto puede ocurrir que el proceso sea casi estacionario en el chorro
y no estacionario en el conducto. Sin embargo, la friccion puede modificar
sustancialmente esta simple condiciéon basada en el cociente entre la longitud

del chorro y del conducto, si es lo suficientemente importante.
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P.10.3 Tubo de Pitot
Un tubo de Pitot como el representado en la figura 10.9 se utiliza para

medir la velocidad de un vehiculo acuético. Se pide:

1. Si el vehiculo lleva moviéndose un cierto tiempo con velocidad V', de
forma que se ha alcanzado el estado estacionario, calcular el nivel del

agua en el tubo, hy, como funcién de V.

2. Escriban la ecuacién y las condiciones iniciales que describen la evolucién
del nivel de liquido h(t) desde su valor inicial h = 0 hasta su valor
final hy. Supongan que el movimiento del liquido en el conducto
es turbulento, con factor de friccion A independiente del nimero de
Reynolds. Desprecien la longitud del tramo horizontal frente al vertical,

que, por supuesto, es mayor que H + hy.

3. Escriban una ecuacién diferencial ordinaria, de primer orden y lineal,
para v? (v es la velocidad del agua en el conducto) en funcién de h.

Resuélvanla en el limite Ahy/D ~ 0. Discutan los resultados.

Solucion.

Para la resolucion del problema se va a elegir un sistema de referencia movil,
fijo sobre el vehiculo, y respecto al cual el fluido del medio en el que se desplaza
el vehiculo se movera hacia el tubo con una velocidad Vé,. Al ser un sistema
de referencia en general no inercial, en el potencial de fuerzas mésicas dado en
(MF12.8) aparecera un término de fuerza asociado a la aceleracion del sistema
de referencia, ademds del gravitatorio. Pero dado que la velocidad del vehiculo
acudtico se va suponer constante, la aceleracion del sistema de referencia va a

ser cero, con lo que el potencial de fuerzas masica se escribe

U=g-%. (10.34)
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Figura 10.9: Esquema del sistema a estudiar

1. Una vez alcanzado el sistema un estado estacionario, la altura h(t) en el
tubo de Pitot no varfa con el tiempo. La velocidad en el mismo es cero y la
distribucién de presién en su interior vendra dada por fluidostatica. Al ser el
potencial de fuerzas mésicas el dado en (10.34), para el liquido en el tubo se
tiene

p+ pU = p + pgz = constante . (10.35)

La constante se obtiene en funcién de la altura final del liquido en el tubo
sabiendo que en z = hy, p = p, (si se desprecia el efecto de la tension

superficial),

P+ pgz = pa + pghy . (10.36)

Por otro lado la presiéon en la base del tubo de Pitot se puede obtener en
funciéon de V teniendo en cuenta que la presién de remanso se conserva en la

linea f-e de la figura 10.10, con py = pg + pgH:
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1
pa + pgH + 5pv2 = De. (10.37)
Pa
H
—
__V»L ————————— o)y----—-

Figura 10.10: Detalle de la entrada al tubo de Pitot
Sustituyendo esta presién en (10.36) para z = —H,
1
pe — pgH = po + pgH + §pV2 — pgH = po + pghy , (10.38)

se obtiene hy en funcién de V,
V2
hy=— 2
29

2. Para obtener la ecuacién que gobierna la evolucion de h(t), hasta llegar al

(10.39)

valor hy calculado en 1, se tendrd en cuenta que el movimiento en el conducto,
de seccién constante, es turbulento, con factor de friccién A independiente del
ntimero de Reynolds. Las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad

(MF33.8) y (MF33.27), se escriben

ov o /p v? —\v?
.2 (E —_) = 10.4
8t+8:v(p+gz+2) 2D (10.40)
D2
Q:’UWT, (10.41)

donde el caudal ) no depende de la coordenada x a lo largo del conducto y A

es constante. El término con v2/2 en (10.40) se puede quitar pues, de acuerdo

2Esta expresion es la base del tubo de Pitot, ingeniero francés (1695-1771), que permite
obtener V' midiendo hy.



182 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

con (10.41), v no depende de x al ser D constante. Por tanto, el primer término
de (10.40) es en realidad una derivada total. La integracién de (10.40) respecto
a x proporciona

dv Av?

e +2 + gz + 5p% = constante . (10.42)
Para eliminar la constante se tiene en cuenta que en =0, por aplicacién de la
conservacion de la presién de remanso entre los puntos f y e de la figura 10.2,

la presién vale

1
Pe =Pa + pgH + Y (V2—v?) en z2=0, (10.43)

mientras que en x = H + h(t), p = p,. Sustituyendo estos valores en (10.42),
junto con z = —h y z = h, respectivamente, se llega a la siguiente ecuacién

diferencial para v

dv
tu{+hy+mw-v[1+

! MH+M]_1

—V?=0.
D 2 (10.44)

Esta ecuacion tiene dos incégnitas v y h, por lo que falta otra ecuacién
que cierre el problema. Esta se puede obtener teniendo en cuenta que v no
depende de z y, por tanto, coincide con la velocidad de la superficie libre,

dh

=—. 10.45
V= (10.45)

Sustituyendo este valor en (10.44) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial

ordinaria de segundo orden para h:

d2h dh AH+h)Y\ 1,
H+h)+ gh 1+ 22 ) oy 10.4
o (H +h) + gh+ 5 <ﬁ> ( + > SV2=0,  (1046)
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que se debe resolver con la condicién inicial

h=0 en t=0. (10.47)

La otra condicion inicial necesaria para resolver esta ecuacion es de momento
desconocida pues cuando h = 0 la velocidad v = dh/dt no se conoce (no tiene

porqué ser nula, ver apartado 3).

3. Teniendo en cuenta que, aplicando la regla de la cadena y (10.45),

dv  dvdh dv d(v?/2) dy v?
At dhdt  dh' dh an Ot Y=g (10.48)

y despreciando el término de friccién en el limite Ahy/D ~ 0, la ecuacion
(10.44) se escribe
dy V2

o (H+h) +gh+y— - =0. (10.49)

Esta ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, no homogénea, se puede
hacer homogénea teniendo en cuenta que
dly(H+h)] dy

- = (H+h) +y, (10.50)

de manera que (10.49) se escribe
dly(H+h) V?

= — — . 10.51
o 5 gh (10.51)

Obviamente, esta ecuacion es compatible con la condicién estacionaria final
(10.39), en la que y — 0 y, en consecuencia, el segundo miembro se anula,
dando lugar a (10.39). Su solucién es

2 Vh-gb+K

v 2 2
i 10.52
2 H+h ’ (10.52)

Y
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donde K es una constante de integraciéon desconocida (pues se desconoce la
velocidad inicial para h=0), pero que se puede obtener teniendo en cuenta la
solucién estacionaria final, h = hy = ‘2/—; a la que se llega cuando v = 0. Por

4
tanto, K = Y~ . de manera que

T8y
V2h — gh? — V2
9

! ¢ H+h (10.53)

Una vez que se conoce v(h), h(t) se puede obtener mediante (10.45) por

integraciéon numérica:

hdh
/ =t. (10.54)
0
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P.10.4 Turbina hidraulica

Una miniturbina extrae potencia del agua contenida en un pequeiio
embalse, que se supone rectangular y de seccién A. La conduccién que va del
fondo del embalse a la turbina tiene una longitud L y didmetro D. Inicialmente,
la valvula que hay justo delante de la turbina esta cerrrada y la altura del
nivel de agua, respecto a la turbina, es Hy. Se desea conocer la evolucién de
la potencia suministrada por la turbina en funcién del nivel H(¢) del embalse
una vez que se ha abierto la valvula. Para ello supongan que el flujo en el
conducto es turbulento, con coeficiente de friccién independiente del niimero
de Reynolds; que la potencia extraida por la turbina es una funcion lineal del
caudal @ de agua que circula por ella, W = QFy, donde P, es una constante
conocida; que las pérdidas localizadas a la entrada del conducto y en la valvula
(una vez abierta) son Ky y K, veces, respectivamente, la energia cinética por
unidad de volumen que circula por el conducto, y, finalmente, que el difusor a

la salida de la turbina no tiene pérdidas. Con estas hipdtesis, se pide:
1. Ecuacién que gobierna la altura H(t).

2. Integren esta ecuaciéon una vez y hallen la potencia W en funcion de la

altura H.

Solucion.
1. Las ecuaciones que gobiernan el movimiento turbulento en el conducto
(conduccion forzada en el argot de las turbinas hidrdulicas) son [(MF33.27) y

(MF33.8)]:

v =Q, (10.55)

(10.56)
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Pa

Figura 10.11: Esquema de la instalacién a estudiar

donde z es la coordenada a lo largo del conducto, comenzando desde su salida
del embalse y llegando hasta la valvula, z es la coordenada vertical (medida
desde la turbina; ver figura 10.11)% y Q es el caudal que circula por el conducto,
que no depende de x. Como el didmetro del conducto es constante a lo largo
de z, también lo sera la velocidad de acuerdo con (10.55), siendo asi nulo el
término de variacién de v?/2 en (10.56). Con estas consideraciones, integrando
(10.56) respecto a x, se tiene

dv P Av?

Ew—i—;—i—gz—i—ﬁmzc, (10.57)
donde C' es una “constante” de integracion que depende del tiempo.

En x =0, 2 = H — h, donde se ha introducido la altura h desde el fondo

del depdsito hasta la superficie libre, que es una altura intermedia que no

3Los elementos vélvula, miniturbina y difusor se consideran elementos puntuales situados
al final del conducto, es decir, de tamano despreciable en comparacién con la longitud del
conducto.
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aparecera en la solucion final, y p = p1. Para obtener esta presion al comienzo
del conducto se tiene en cuenta que la presion en el fondo del depdsito es,
aproximadamente, p, + pgh, pues se puede suponer que la velocidad en €l es
practicamente nula (al menos muy pequena en relacién a la velocidad v en
el conducto), y que la pérdida localizada en la unién estanque-conducto es

Kypv? /2. Es decir,

1)2 U2

Pa + pgh =p1 + Pyt KspE , (10.58)
122

p1=patpgh = po 1+ Ks). (10.59)

Al final del conducto, * = L, se tiene que z ~ 0 y p = po, donde ps
se determinarda mas abajo. Por tanto, sustituyendo estas dos condiciones de

contorno en (10.57) y restando para eliminar la constante C, se tiene

— L+ —

dv P2 — Pa v?
dt p 2

AL
1+ K, + 3> =gH. (10.60)

En la vélvula al final del conducto, justo antes de la turbina, existe una

pérdida localizada de constante K, por lo que (ver figura 10.12)

2 2 1}2

v v
- = — 4t K,p—. 10.61
p2+p5 =p3tpg + Kops ( )

Pa

Figura 10.12: Sistema vélvula-miniturbina-difusor
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En la turbina, teniendo en cuenta su ecuacién caracteristica, dada en el
enunciado del problema, W = Py@Q, donde Py es una constante conocida, y la
ecuacién de la energia en forma integral (MF23.37) aplicada a la turbina (ver

figura 10.12), se tiene

1
W=qQ <p3 + §pv2 — pa> = PQ, (10.62)
de donde,
02
p3 = Fy+pa— - (10.63)

En la expresion (10.62) se ha tenido en cuenta que detras de la turbina existe
un difusor que, si esté bien disenado, frena al liquido de forma isentrépica (sin
friccién) desde la velocidad de salida en la turbina hasta pararlo, de manera que
la presién de remanso a la salida de la turbina es, aproximadamente, la presién
ambiente p,. Un buen difusor es un elemento esencial en las instalaciones
hidrdulicas como la que se estd considerando en este ejercicio, pues permite
recuperar como potencia en la turbina toda la energfa cinética del fluido a la
salida de ésta, que puede ser una fraccién muy importante de la energia total,
sobre todo en las turbinas axiales. Si no existiera este difusor (o si estuviera
mal disenado y tuviese pérdidas importantes) se malgastaria toda (o parte de)
la energia cinética a la salida de la turbina.
Sustituyendo, p3 de (10.63) en (10.61),
2 02

v
P2 = P + Do — P? + Kyﬂ;, (1064)

y sustituyendo esta presién py en (10.60), se llega a la siguiente ecuacién para

la velocidad en el conducto:
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Figura 10.13: Volumen de control

— L+

dv Py v
dt p 2

AL
Ko+ K, + 3> = gH . (10.65)

Esta ecuacién se ha escrito con el término gravitatorio en el segundo miembro
para que quede de manifiesto cémo se invierte la energia potencial (por unidad
de masa) gH: una fraccién se recoge como potencia en la turbina (FPy/p) y el
resto se gasta en transitorios, o se pierde en friccién en el conducto o en
pérdidas localizadas.

Para terminar de escribir una ecuacién en la que sélo aparezca H(t) como
variable dependiente, hay que relacionar la velocidad en el conducto v con la
altura H. Para ello se tiene en cuenta la ecuacion de conservacion de la masa

en forma integral en el embalse (ve figura 10.13):

dH wD?
A/ =Q =v—. 10.
i Q=v 1 (10.66)

Es decir,

4A dH
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Sustituyendo (10.67) en (10.66) se tiene una ecuacién diferencial no lineal,
de segundo orden, para H(t). Sin embargo, es preferible escribir el siguiente

sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

dv Py v AL

—L+—+ — K.+ K,+>—= )| —¢gH = 10.

= +p+2<s+ U+D> g 0, (10.68)
dH 7 D?
— = 10.69
dt 14 (10.69)

que se ha de resolver con las condiciones iniciales

dH
H=Hy, y v=0 (E:O> en t=0. (10.70)

Antes de intentar resolver estas ecuaciones es conveniente adimensionalizar.
Como altura caracteristica se toma H,, como velocidad caracteristica la

estacionaria en el caso de que no existiera turbina y con H = Hy,

29 H,
vo= | —20 (10.71)
Ks+ Ko+

y como tiempo caracteristico el que resulta de la conservacién de la masa

(10.69). Asi, definiendo las variables adimensionales

u=—, T=—, (10.72)

du 9
—_— _— == 1.
a4 B4’ =y =0, (10.73)
dn
E— 10.74
o u, (10.74)
n=1y u=0 en 7=0, (10.75)

donde se ha definido el tiempo caracteristico

 4AH,

b=
¢ nD2v,’

(10.76)
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con v, dado por (10.71), y los dos tnicos pardmetros adimensionales de los

que depende el problema son

Lv,. 7D?L 3 Py
o = = ) = .
tegHo — 2AH, (Ks+ K, + 3%) pgHo

(10.77)

FEl parametro 8 es siempre menor que la unidad pues pgHp@Q es la maxima
potencia (inalcanzable) que se podria extraer con la turbina.
2. El sistema de ecuaciones anterior se puede reducir a una sola ecuacion para

u(n) haciendo uso de la regla de la cadena:

d du d d d(u?/2
v _dudn 4w, _ _ (“/), (10.78)
dr  dndr dn dn
donde se ha utilizado (10.74). Definiendo
2
y = % (10.79)

y sustituyendo en (10.73) y en (10.75) se obtiene la siguiente ecuacién y

condicién inicial para y(n):

ol oy =n+8, (10.80)
y(1) =0. (10.81)

Esta es una ecuacion lineal de primer orden no homogénea, que se puede
obtener como la solucién general de la homogenea més una solucién particular,

que debe ser lineal en 7. Teniendo en cuenta la condicion inicial, se llega a

2
U 1 @ «

- = _1__> 2(n=1)/c __] 10.82
y=3 2[@ 7)€ tn+g -6, (10.82)
que proporciona la velocidad en funcién de la altura en forma adimensional.

Para obtener la velocidad y la altura en funcién del tiempo habria que

obtener 7)(7) sustituyendo u(n) de (10.82) en (10.74) y hacer la integral
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numéricamente. Pero para obtener el caudal @) en funcion de la altura H
y, por tanto, la potencia de la turbina W en funcién de la altura, es suficiente

con la solucién analitica (10.82):

= nDf 77_1)2% [(5_ 1— %) 2n-D/a g & 5]

1/2
4 4 2 ’

(10.83)

con v, dado por (10.71), a y 8 por (10.77), y n = H/Hy;

W = PyQ(H). (10.84)
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P.10.5 Conducto de seccion variable

De un depdsito de secciéon A se descarga un liquido de densidad p a
través de un conducto de longitud L y seccién circular lentamente variable,
cuyo didmetro viene dado por D(z) = Dye %/L, Dy < L (ver figura 10.14).
Suponiendo que el movimiento en el conducto es turbulento, con coeficiente
de friccion A independiente de la viscosidad, hallen las ecuaciones diferenciales
que determinan la evolucién temporal del caudal de descarga Q(t) y de la

altura H(t). Integren una vez estas ecuaciones para hallar Q(H).

Pa

Figura 10.14: Esquema del depésito y del conducto

Solucion.

Las ecuaciones que gobiernan el flujo turbulento e incompresible en el conducto

son [(MF33.27), (MF33.8)]:
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D2
U”4 -0, (10.85)
ov 0 [p 1? Av?
T (T = 10.
8t+8x<p+2+gz> 5D (10.86)

donde z es la coordenada a lo largo del conducto (ver figura 10.14), z es la
coordenada vertical (medida desde el fondo del depésito, por ejemplo) y Q
es el caudal que circula por el conducto, que no depende de z. Como en este
ejemplo el didmetro del conducto varia con x, también lo hard la velocidad
v de acuerdo con (10.85). Por este motivo, es necesario escribir la ecuacién
(10.86) en términos de @, en vez de v, para que se pueda integrar con respecto

a x. Sustituyendo (10.85) y su derivada temporal en (10.86), se llega a

4 dQ 3<p 8Q° | gz>— 8AQ° (10.87)

D2 dt oz \p  wDi = TwDs
Integrando entre x = 0 y = L, previa sustitucién de D(z) = Dge=*/L y
teniendo en cuenta que A es constante (no depende del nimero de Reynolds),

se tiene

4.dQ [T .. p o 8Q2 =Eoaa@? Lo
— = oLy + | = =L = 0. (10.88
D2 dt Jo e T+ p+7T2D4+gz x:0+7T2D8/0 e ( )

A la entrada del conducto, = 0, z también vale cero y p viene
dada por la conservacién de la presién de remanso en el depdsito, desde la
superficie libre hasta la seccién de entrada del conducto, suponiendo que son
despreciables las pérdidas localizadas en la unién depdsito-conducto; es decir,
P = pa+ pgH — pv3/2 = pa + pgH — p8Q?/(7?Dg}), donde también se ha
supuesto despreciable la velocidad en el depdsito (A > Dg). A la salida de

conducto, x = L, 2 = —L y p = p,. Sustituyendo estas condiciones de contorno
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y realizando las integrales en (10.88), se llega a la siguiente ecuacién diferencial

para el caudal @,

2(e2 = 1)L d 80?2 AL
(e ) Q+ Q Ay

= 1| =g(L+ H). 10.89
xDZ  dt | 72D} 5o, ¢ V)| =L H) (10.89)

Esta ecuacién se ha de resolver conjuntamente con la ecuaciéon de conservacion
de la masa en el dep6sito en forma integral, que relaciona @ con H (ver figura

10.14),

dH
—A— = 10.
=Q, (10.90)
y con las condiciones iniciales
H(t=0)=Hy, Qt=0)=0. (10.91)

Como siempre, es conveniente adimensionalizar el problema. Para ello se

definen las siguientes variables adimensionales de orden unidad:

H Q t
=—, A=— = — 10.92
" HO ' Qc 7 ’ te ’ ( )
AH, 2gHy wD3
te = ——, c = , 10.93
Qe ¢ \/64 + % (e —1) 4 ( )

donde la altura caracteristica Hy proviene, evidentemente, de la condicion
inicial (10.91); el tiempo caracteristico t. de la ecuacién de conservacién de
la masa (10.90), y el caudal caracteristico @, que en (10.93) se ha escrito
como el producto de una velocidad caracteristica y una seccién caracteristica
del conducto, proviene de la ecuacién de cantidad de movimiento (10.89) y

representa, en orden de magnitud, el caudal estacionario que saldria por el
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conducto cuando el primer término de (10.89) fuese nulo. Con estas nuevas

variables, el problema (10.89)-(10.91) se escribe

I P 10.94
a— -+ B+n, (10.94)
dn
E__A’ (10.95)
n(0)=1, A(0)=0, (10.96)

donde sdlo aparecen dos parametros adimensionales,

2(e? — 1)LQ. _ wD3L e? —1 . L
wD2gHot. 4AHy et 4 25 (5 - 1) Hy’

0

a (10.97)

El pardmetro § es puramente geométrico, mientras que « esta relacionado con
el cociente entre el volumen del conducto y el volumen del deposito, de manera
que cuando o < 1 la descarga del conducto es casi estacionaria, pudiéndose
despreciar en ese limite el primer término de (10.94), en primera aproximacién,
resultando A ~ /3 + .

El sistema (10.94)-(10.96) es no lineal y no se puede integrar de forma
analitica para obtener el caudal y la altura como funciones explicitas del
tiempo. Sin embargo, es posible obtener en general (no sélo en el limite casi
estacionario) el caudal en funcién de la altura, A = A(n). Para ello se hace uso
de la regla de la cadena y de (10.95) para escribir

dhN _dAdn  dA o ldy

e T A= = A2 10.
ar dpdr dn . zapn YT (10.98)

de manera que (10.94) se convierte en una ecuacion lineal para y(n),
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a dy
= =B4n. 10.99
2 dn +y=08+n ( )

La solucién de esta ecuacién con la condicién inicial y(1) = 0 [ver (10.96)] se

escribe

y=n+p8+5 - (1+5+%) emal-m) (10.100)

0, en términos del caudal,

_Q _ @ @\ —2(1-n) _a
A=go=[n+8+5 (1+ﬁ+2)e } =g (10201)

Una vez conocido el caudal en funcién de la altura del liquido en el depdsito,
ésta se puede obtener en funcién del tiempo (y, por tanto, también el caudal

en funcién del tiempo) de forma implicita mediante integracién de (10.95),

1
/ o (10.102)
n

con A(n) dado por (10.101).






Capitulo 11

Flujo compresible y
turbulento en conductos

P.11.1 Descarga de un depésito

Un depésito contiene aire (R, = 287 J/(kg K), v = 1,4) a una presién
po = 10 atm (1 atm = 1.033 x10° Pa) y una temperatura Ty = 25°C. Se
quiere extraer de él un gasto G = 0,5 kg/s mediante un tubo de longitud
L = 100 m que esta aislado térmicamente. Suponiendo que el movimiento
del aire en el tubo es turbulento, con coeficiente de friccién independiente del
numero de Reynolds e igual a A = 0,01, calcular el didmetro D que debe tener
el conducto. Calcular también el niimero de Mach a la salida del conducto,
M(L).

Repetir los calculos y hallar D [y M(L)] para que el gasto sea G = 0,05
kg/s.

Solucion.

El gasto que circula por el conducto viene dado por (MF33.60)-(MF33.61)

G G

* (v+1)/2(1—)
poao =2 (45
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pO lD )\ pa

Figura 11.1: Esquema del depdsito y del tubo

= F[M(0),9],
(11.1)

(’y + 1) (v+1)/2(v=1)

(v+1)/2(1~7)
2 |

M(0) {1 + ’VT_lM%O)

donde la funcion adimensional F' esté representada en funcion del nimero de
Mach a la entrada del conducto, M(0), para v = 1,4 en la figura MF33.4.

Despejando D? se tiene

D? = . (11.2)
7+1)/2 ()
poaoz (’YT) M(O)77]

Teniendo en cuenta que v = 1,4, que, de la ecuaciéon de estado, pg =

po/(RyTo) ~ 12,08 kg/m?, y que ag = \/vR,Tp ~ 346,03 m/s, la expresion

anterior se escribe

G(kg/s)

D(m) ~ 0,023 FM©O) 14"

(11.3)

Como conocemos G, el diametro quedaria fijado una vez que tuviésemos
M(0). Pero M(0) es funcién de po/p, = 10 y de AL/D, que depende de la
incégnita D (AL = 1m). Por ello, procedemos de un modo iterativo: Fijado

un didmetro D, se calcularia AL/D; haciendo uso de la figura MF33.3 |o,
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alternativamente, de las ecuaciones (MF33.57)-(MF33.58)], se calcularia M (0)
(y también el nimero de Mach a la salida del conducto M(L)); con M(0) se
calcularfa la funcién F' [mediante la expresién (11.1) o la figura MF33.4] que,
sustituida en (11.3), nos darfa un valor corregido del didmetro D. El proceso
se repetiria hasta que la diferencia de los valores del didametro obtenidos en dos
iteraciones sucesivas fuese tan pequena como el error que estemos dispuestos a
aceptar. Como subproducto se obtendria M (L). El proceso iterativo se realiza

a continuacién para G = 0,5 kg/s y G = 0,05 kg/s.

1. Las sucesivas iteraciones para G = 0,5 kg/s, empezando con D = 0,01 m,
estan registradas en la tabla siguiente (dada la poca resolucién de la figura

MF33.3, los valores son aproximados).

Iteracién | D(m) | AL/D | M(0) | M(L) F
1 0,010 | 100 | 0,08 | 0,75 | 0,14
0044 | 227 | 017 | 1 | 0,29
1
1

0,030 | 33,3 | 0,14 0,24
0,033 | 30,3 | 0,145 0,247
0,033

T W N

El resultado final es que el didmetro del tubo debe ser de 3,3 cm y el gas sale

en condiciones sénicas, M (L) = 1.

2. Las iteraciones para G = 0,05 kg/s, empezando también con D = 0,01 m,

estan registradas en la tabla siguiente.

Iteracién | D(m) | AL/D | M(0) | M(L) F
1 0,010 100 0,08 0,75 0,14
2 0,014 | 71,4 | 0,095 | 0,88 | 0,163
3 0,013 | 76,9 | 0,093 | 088 | 0,160
4 0,013

Por tanto, D ~ 1,3 cm y M(L) ~ 0,88.
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P.11.2 Flujo con friccién dominante

Considérese el movimiento turbulento y estacionario de un gas en un
conducto de seccién circular con diametro D y longitud L. Se verifica que
AL/D > 1, donde A es el coeficiente de friccién que se supone constante, de

forma que el flujo puede considerarse isotermo. Se pide:

1. Escriban una ecuacién donde sélo aparezca como variable dependiente

el nimero de Mach e intégrenla para hallar M (x).

2. Hallen una relacién entre M (L) y M(0) y, a la vista de ella, escriban
la condicién que debe satisfacer M 2(O)% para que la condicién de

isotermicidad sea valida.

Solucion.
1. Como la friccién domina sobre la conveccion de cantidad de movimiento
(AL/D > 1), la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién axial =

se escribe

1dp Av?

Teniendo en cuenta las ecuaciones de conservacién de la masa y de estado,

4G
U= = constante , b_ R,T = constante, (11.5)
™ P

donde se ha tenido en cuenta que tanto el gasto G como la temperatura T son

constantes, y derivandolas con respecto a z, se llega a

dv @_

dp dp
p%—i-vdx a dx

0, de 7 dx’

(11.6)
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Eliminando las derivadas de p y de p entre (11.4) y (11.6), queda la siguiente
ecuacién para la velocidad v
dv 3

— = : 11.
dr ~ 2R,TD (11.7)

Ahora bien, haciendo uso de la definiciéon del nimero de Mach al cuadrado y

de su derivada,

B v? dMQ_ 2v d_v
YR, T dx yR,Tdx’

y sustituyendo (11.7), se llega a la ecuacién para el nimero de Mach (al

MZ

(11.8)

cuadrado) solicitada,

dM? 4\
— =5 (M?)?%. (11.9)

Integrando esta ecuacién entre x = 0 y una posiciéon = genérica, se tiene

1 1 YAT
—— = 11.1
M2 TR0 - D (11.10)
O
2
2 _ M0 (11.11)

=
1 —yM?2(0)55
que proporciona el nimero de Mach en cualquier seccion x del conducto

conocido su valor a la entrada. Claramente, M crece a lo largo del conducto.

2. Sustituyendo z = L en (11.11),

2y M*0)
M= 1 —yM2(0)%5

La hipdtesis de isotermicidad se basa en que el nimero de Mach al cuadrado

(11.12)

sea muy pequeno a lo largo del conducto. Como el valor mayor se alcanza al
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final del conducto, el flujo se puede considerar isotermo si M?(L) < 1, que

usando (11.12) se escribe

M?(0) 9 ( AL)
———— <1 o M (0)|(l+y—= ) K 1. 11.13
1— /M2(0)2E O\ 5 (11.13)
Como AL/D > 1y 7 es siempre de orden unidad, la condicién solicitada se
puede escribir como

AL

M?(0) o <1 (11.14)

Es decir, si el nimero de Mach al cuadrado en la entrada es lo suficientemente
pequenio como para que su producto con AL/D > 1 siga siendo pequeno, el
nimero de Mach al cuadrado en la salida se mantiene pequeno y el flujo se

puede considerar isotermo a lo largo del conducto (compare con MF §33.3.1).
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P.11.3 Flujo supersoénico

Un depésito que se puede considerar ilimitado contiene aire a 5 atm de
presién y 100°C'. El deposito descarga a través de una tobera convergente-
divergente unida a un conducto de 10 cm de didmetro en donde se pretende
que el flujo sea supersénico. La garganta de la tobera tiene un didmetro de
5 cm, el conducto estd aislado térmicamente y el coeficiente de friccion en el

conducto es constante y vale A = 0,05. Se pide:

1. Numero de Mach, presion y temperatura a la entrada del conducto.

2. Longitud maxima del conducto para que no se produzca una onda de

choque en su interior.

3. Presién y temperatura del aire a la salida del conducto con la longitud
del apartado anterior. Hallen también el gasto masico que sale por el

conducto [R, = 287 J/(kg K), 1 atm = 1,033 x 10° Pa].

"
o P

Figura 11.2: Esquemas de la instalacién y de las evoluciones de la presion y del niimero de
Mach a lo largo de la coordenada axial =
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Solucion.

1. En la tobera se conservan las magnitudes de remanso, pues esta aislada
térmicamente y suponemos despreciable la friccién al ser muy corta. Como,
ademas, en la garganta, o seccion minima, las condiciones deben ser sénicas,
pues queremos que el flujo sea supersénico en el conducto posterior, las
propiedades a la salida de la seccién divergente, o entrada del conducto, se
pueden conocer a partir del valor de la relaciéon entre la seccién del conducto

y la seccion minima,

A D?

Haciendo uso de este valor y suponiendo v = 1,4, de la tabla MF §23.4 |o,
alternativamente, de la ecuaciéon (MF23.30)], se tiene que el nimero de Mach

a la entrada del conducto (salida de la tobera convergente-divergente) vale

M(0) ~ 2,9.

Por supuesto, se ha tomado la solucién supersénica de las dos posibles. Con
este valor, de la misma tabla [o de las ecuaciones (MF23.25) y (MF23.26)] se

tiene

Do Ty
PO gy 20 o7 11.16
p(0) ( )

T(0)
donde py y Tp son la presién y la temperatura de remanso, que coinciden con
las del depdsito pues se conservan a lo largo de la tobera. Asi, con los datos

del enunciado,

p(0) ~ 0,147atm, 7T(0)~ 138K ~ —135°C.
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2. En un flujo supersénico con friccién en un conducto de seccién constante y
aislado térmicamente, el nimero de Mach decrece y la presiéon aumenta (véase
el esquema en la figura 11.3). Lo méaximo que puede descender el nimero de
Mach sin que se produzca una onda de choque en el interior del conducto es
hasta la unidad. Luego la longitud méaxima del conducto solicitada se obtiene

de la condicién M (L) = 1. Haciendo uso de la ecuaciéon (MF33.58),

ALyl |1+ LM2(L) M2(0) L] 1
— = n - 9
D 2y 1+ 52 M2(0) M2(L) |~ yM2(0)  ~+M2(L)

(11.17)

y sustituyendo los valores de v, M(0) y M (L), se obtiene

AL
55} ~ 0,5,

que con los valores dados de A y D proporciona la longitud maxima

L~1m.

3. Las relaciones entre las temperaturas a la entrada y salida del conducto
y entre las presiones a la entrada y a la salida del conducto son (MF33.54)-

(MF33.55):

=2 : (11.18)
2

p(0)  M(L) |1+ M2 (L)

Sustituyendo los valores obtenidos anteriormente, se obtiene

T©) P0) o3,
m_o,%, p(L)_0,237
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es decir,

T(L) ~ 307K ~ 34°C, p(L)=~0,64atm.

El gasto es constante a lo largo de la tobera y del conducto y viene
controlado por las condiciones criticas en la garganta de la tobera. Como
conocemos las condiciones a la salida del conducto, es més facil calcularlo a

partir de ellas:

s 2 T 2
G = p(L)v(L) f - Rz’;,L()L)M(L) YR, T(L) %Zng/s. (11.20)
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P.11.4 Conduccién de una instalacion calefactora

Para una instalacién calefactora se desea disponer de una corriente de
aire de gasto G y temperatura T constantes y conocidas. Para ello se toma
aire de la atmoésfera (T,, p,) mediante un compresor de potencia W que lo
impulsa a lo largo de un conducto de longitud L y didmetro D; se supone
que el movimiento del aire en el conducto es turbulento sin influencia de la
viscosidad en la pérdida de carga, con un coeficiente de friccion A tal que
AL/D > 1. A través de la pared del conducto se intercambia un calor por
unidad de area y tiempo ¢ constante entre el exterior y el aire que circula por
el conducto, de forma que la temperatura a la salida sea la T deseada. Se

pide:

1. Distribuciones de temperatura y presion a lo largo del conducto.

2. Potencia del compresor.

3. Calor ¢ intercambiado a través de la pared del conducto.

Figura 11.3: Esquema de la instalacién

Solucion.
1. Las ecuaciones que gobiernan el flujo turbulento y estacionario en el
conducto de seccién constante son:

nD?

P =G, (11.21)
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on?/2  10p Av?
= 11.22
ox pOx 2D’ ( )

0 v? 4q
— (h+ =) ==, 11.23
PV o < * 2 > D ( )
donde, como dice el enunciado, ¢ es un flujo de calor constante, con unidades
de energia por unidad de superficie y tiempo. Como la friccién es dominante,

AL/D > 1, la ecuacién de cantidad de movimiento (11.22) se simplifica a

10p \v?
——— = 11.24
p Ox 2D ( )
Por otro lado, como de esta ecuacién se tiene que el nimero de Mach es del

orden de (ver tambiém MF §33.3.1),

Ap (AL -1
M2~ =22 11.2
p<D> ’ (11.25)

se puede suponer que M? < 1, y la ecuacién de la energia (11.23) queda
Oh  4q

Al ser pv = 4G/(mD?*) = constante por la ecuacién de continuidad (11.21) y

teniendo en cuenta que h = ¢,T', esta ecuacién se escribe

Gc, 0T
P —q, (11.27)
D Ox

que se puede integrar directamente, con la condicién de contorno T'(x = L) =
T, proporcionando la distribucién de temperatura a lo largo del conducto en

funcion de ¢ y de datos conocidos:

mDq

Cp

T="T,+

(z—L). (11.28)
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Para hallar la distribucién de presién, sustituimos la ecuacion de
continuidad (11.21) y la ecuacién de estado p/p = R T en la ecuacién de
cantidad de movimiento (11.24), obteniendo

dp  SAG’R,T

— = 11.29
Por w2 D> ( )
Sustituyendo la distribuciéon de temperatura (11.28) e integrando con la
condicién de contorno p(x = L) = p,, se llega a la siguiente distribucién

de presién (al cuadrado) a lo largo del conducto:

16AR,G?
w2 D5

nDq
2¢,G

PP =p>+ (L—x)|Ts — (L—x)| . (11.30)

2. La potencia que el compresor suministra al gas se puede escribir como

(MF23.34)

W = G(hgs — hoe) - (11.31)

Teniendo en cuenta que la entalpia de remanso a la entrada del compresor es la
atmosférica, ho. = hg, y que la entalpia de remanso a la salida del compresor

coincide con la entalpia a la entrada del conducto,

hos ~ h(0) = ¢,T(0)

pues el nimero de Mach al cuadrado es pequeno en todo el conducto (y en

particular a la entrada), sustituyendo en (11.31) se tiene

W = Gep(T(0) = T,) = Gep(Ts — Ty) — 7D Lyq, (11.32)

donde se ha sustituido 7'(0) de (11.28) con x = 0.
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3. Una vez que tenemos las distribuciones de presién y temperatura en
el conducto y la potencia del compresor, todo ello en funciéon de ¢, sélo
necesitamos una ecuacién adicional que nos permita obtener g. Para ello
tenemos en cuenta que la evolucion del gas en el compresor se puede suponer
isentrépica, de manera que p(0)/p(0)” = pa/pa, 0
v v
pfé;?_l = p?_l : (11.33)

Sustituyendo T'(0) y p(0) de (11.28) y (11.30) con 2 = 0, se llega a una ecuacién

donde la tnica incognita es q:

v
(TS B 7l-CDéq) T’Y
d o a
5 | 16AR,G2L N (11.34)
[p“Jr T wD5 (TS - 2ch)}

El signo de ¢ que se obtenga de la solucién de esta ecuacién nos indicara si hay
que anadir o extraer calor del tubo para conseguir la temperatura de salida

deseada T con el gasto G.
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P.11.5 Propulsor

En un propulsor como el esquematizado en la figura 11.1, se inyecta un
gasto G de una mezcla de aire y combustible en condiciones de presion y
temperatura conocidas (p1, 71). En una cdmara de combustién de seccién
constante A, el combustible se quema liberando una cantidad de calor total
por unidad de tiempo @); se desprecian las pérdidas por friccién y el calor
perdido por conduccion a través de las paredes. Los productos resultantes de
la combustion se expanden posteriormente a través de una tobera convergente-
divergente de &drea minima tal que A/A.;, = 1,3 y drea de salida As.

Suponiendo que v = 1,4 constante a través de todo el proceso, se pide:

1. Ecuaciones que determinan el movimiento del gas en la camara de
combustién. Relacionar, en particular, las condiciones en la seccién 2

con las existentes en la entrada.

2. Suponiendo que M; < 1y Q/Ghy ~ (My/My)? > 1, simplificar las

relaciones anteriores.

3. Sabiendo que en la garganta se alcanzan condiciones sénicas, calcular el
nimero de Mach de inyecciéon M para que se verifiquen las hipdtesis
efectuadas en el apartado anterior. Calcular también el gasto mésico y
las condiciones estaticas y de remanso a la entrada de la tobera (seccién

2).
4. Sabiendo que la tobera descarga a una atmosfera cuya presion es 0,3p1,

calcular:

(a) Area de salida para que la tobera esté adaptada.

(b) Area de salida para que exista una onda de choque normal a la

salida.
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5. Empuje del propulsor en los casos (a) y (b); comente los resultados

obtenidos.
Datos:
L:z, pr=12 kg/m® a1 =340 m/s, A=02 m’
praihi A
G \/—
a4 g A
1 2. 3 4

Figura 11.4: Esquema del propulsor indicando las distintas secciones

Solucion.
1. Las ecuaciones que relacionan las magnitudes fluidas a la salida de la
cdmara de combustion (2) con las magnitudes a la entrada (1) son (MF33.72)-

(MF33.74):

pav2 = prv1 = G/A, (11.35)
pavs + pa = p1vi + p1, (11.36)
v3 v Q
ho+ =2 =h +—=++= 11.
2t 5 =hit g+, (11.37)

donde @ es el calor total producido por la reaccién quimica por unidad
de tiempo. Estas ecuaciones, junto con la ecuacién de estado pa/(p212) =
p1/(p1T1) se pueden escribir en términos del nimero de Mach (MF33.75)-
(MF33.79):
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p2 _ 1+M{ (11.38)
p1 1—1—7]\427
1
hy Ty L+ MG (11.39)
hi T 1+ 3 Mz '
p2_ v _ MP149M; (11.40)
p1 v2 Mz 14+AMP’
M2 (1+yM2)* 14 2352 M2 o=
My (toMp) 1423 My @ (11.41)
ME (14 yM2)? 1+ M3 1+ 352

2. Teniendo en cuenta las condiciones My < 1y Q/Ghy ~ (My/M;)? > 1, las

ecuaciones (11.38)-(11.41) se pueden escribir, en primera aproximacién, como

1
B (11.42)
p1 1+ M;
Q
h T Tho
e T _ dh (11.43)
hy T 1+ M3
P2 U1 M12 2
—=—~——= (1 M. 11.44
o1 vy M22 ( +'7 2) ) ( )
M2 1 -1
e — (1 + LM%) ~ 9 (11.45)
Mi (1 +yM2) 2 Ghy
De esta tdltima se tiene que
M 1+ 22
M ~ A 2~ 2 (11.46)
1+~ M

Ghy
3. Como las condiciones en la garganta son sénicas, M3 = 1, de la relacién

de areas A/A;in = 1,3 se puede obtener el nimero de Mach a la salida de
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la cdmara de combustién haciendo uso de la tabla MF §23.4 (suponiendo que

~v = 1,4 y tomando la solucién subsénica),

My ~ 0,52, (11.47)
asi como las relaciones entre las magnitudes fluidas en (2) y sus correspon-
dientes magnitudes de remanso,

T
P2 o832, L2 ~0877, =2 ~0,949. (11.48)

P02 P02 T
Sabiendo que Q/(p1aih1A) =2 y teniendo en cuenta que el gasto viene dado
por G = p1v1A = prag M1 A |, se puede calcular el flujo de calor adimensional

Q/(Ghy) en funcién de My,

2
@ __ @ 2 (11.49)
Gh1 p1a1h1AM1 Ml
que sustituido en (11.46), junto con (11.47), proporciona M:
M 14 12 M2
/M 2 2 2. M, ~0,075. (11.50)

T 142 2
Se comprueba, por tanto, la validez de las hipdtesis de partida M; < 1y
Q/(Ghy) =2/M; > 1.
Una vez conocido M, el gasto masico se puede calcular a partir de las

condiciones a la entrada (1),

G = plUlA = plalMlA ~ 6,12 kg/S . (1151)

Es decir, dado un calor de reaccion y las condiciones del gas a la entrada del
propulsor, para que se alcancen condiciones sonicas en la garganta el niimero

de Mach a la entrada y, por tanto, el gasto masico, estdn fijados. Aqui se
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han realizado calculos haciendo uso de hipdtesis simplificativas que se han
corroborado a posteriori.

Las propiedades del gas a la salida de la cdmara de combustién (entrada
de la tobera) se calculan en funcién de las respectivas propiedades a la entrada

del propulsor haciendo uso de (11.42)-(11.44) y de los valores obtenidos:

h2 T2 a%
p2=0,73p1, p2=00287p;, -—==—5=24]15. (11.52)
hi T\  af
Por 1ltimo, las condiciones de remanso a la entrada de la tobera se obtienen

de (11.48) y (11.52):

h Ti 2
02 202 _ %% o567, (11.53)

~ 0,872p1, ~0,033p1, — = = ~
Po2 p1 £02 P1 h T a%

4 (a). Si la tobera esta adaptada a la presién atmosférica, ps = 0,3p1, como

la presién de remanso se conserva a lo largo de la tobera,

pos _ poz _ 0.872p1
P4 P4 0,3p1

=29, (11.54)

se puede obtener la relacion entre el drea de salida y el area minima haciendo

uso de la tabla MF §23.4,

As

min

~1,08 o Ay~083A~0,166 m?. (11.55)

donde se ha tenido en cuenta que A/A;;, = 1,3. De la misma tabla se obtiene

My ~1,34. (11.56)

4 (b). Para que exista una onda de choque normal a la salida de la tobera,

el area de salida Ag debe ser tal que la presién ps en esa seccién, obtenida
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con las relaciones isentropicas a lo largo de la tobera, coincida con la que
se obtiene de las relaciones de Rankine-Hugoniot a través de la onda de
choque, teniendo en cuenta que la presién detras de la misma es igual a
la presién atmosférica 0,3p; y el nimero de Mach delante de la onda de
choque coincide con el valor isentropico My en A,. Para obtener Ag, junto con
ps ¥ My, hay que resolver conjuntamente tres ecuaciones: las dos relaciones
isentrdpicas en la tobera critica (MF23.30) y (MF23.26), junto con la relacion
de Rankine-Hugoniot para la presién (MF22.29). Alternativamente, uno puede
proceder de forma iterativa haciendo uso de las tablas MF §22.8 y MF §23.4
como se describe a continuacion. En cualquier caso, la resolucién de las tres
ecuaciones algebraicas no lineales citadas anteriormente requeriria el uso de
un procedimiento iterativo.

Se supone de partida un valor de la seccion de salida, por ejemplo
As/Amin = 1,5. De la tabla MF §23.4 para el flujo isentrépico en la
tobera se tiene que M, ~ 1,86. Usando este valor en la tabla MF §22.8
se obtiene la relacién de presién a través de la onda de choque normal,
0,3p1/ps =~ 3,87, de donde py ~ 0,0775p;. Con este valor se puede calcular
po2/ps = 0,872p1/0,0775p; ~ 11,25 y, de la tabla MF §23.4, un nuevo valor
de la seccion de salida y del nimero de Mach delante de la onda de choque,
As/Amin = 2,08 y My ~ 2,24. Asi se proseguiria hasta que los valores obtenidos
convergieran con la exactitud requerida. Tras un par de iteraciones mas se llega
a los siguientes valores:

Asg
Amin

~4 o Ay~308A4~0,66m> (11.57)

My~294, ps~0,03p;. (11.58)

5. Para hallar el empuje se utiliza la ecuacién de cantidad de movimiento

en forma integral, proyectada en la direccién del movimiento del fluido x, en
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un volumen de control constituido por la seccién de entrada (1), la seccién
de salida (4) y las paredes sélidas del propulsor. Teniendo en cuenta que el
proceso es estacionario, que todas las magnitudes fluidas son uniformes en

cada seccién y que el flujo es sin friccién, esta ecuacién se puede escribir como

—p1vi A+ pviAs = (p1 —p1)A — (pa— p1)As — B, (11.59)

donde los dos primeros términos son los flujos de cantidad de movimiento en
la direccion x en las secciones de entrada y salida, respectivamente, el tercer
y el cuarto término son las fuerzas de presion, contra la presion frontal pq,
en las secciones de entrada y salida, respectivamente, y el iltimo término es
el empuje. Fisicamente, F es la resultante segin el eje = de las fuerzas de
presién, respecto a la presién py, que el gas ejerce sobre las paredes solidas del

propulsor:

—-E= —/S (p — p1) nzds, (11.60)

paredes

donde n, es la componente x del vector unitario normal a la superficie (dirigido
hacia afuera del volumen de control), y el signo menos en el primer miembro se
debe a que el segundo miembro representa la fuerza de presién que las paredes
sélidas ejercen sobre el gas, que es igual, pero de sentido opuesto, a la que el
gas ejerce sobre las paredes solidas, o empuje.

Despejando E en (11.59), teniendo en cuenta (11.51), se tiene

Ag
E =G (1 - ”—4> + Apy (1 - @> s (11.61)
U1 ) A

Los valores comunes de las magnitudes en (11.61) para los dos casos en los

que se quiere calcular el empuje son:
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G ~6,12kg/s, A=02m?,
P = a%pl/y ~99x10*Pa, v =aM; ~255 m/s.

Los valores de las restantes magnitudes dependen de cada caso.

5 (a). Segin se ha visto en 4(a), en el caso de tobera adaptada se tiene que

A M. M. T,
%:0,3, 25 00,83, Ve  Maa4 M4 —4@’:79,16,
p1 A vi Miar MV To2 ax

donde se ha hecho uso de la tabla MF §23.4. El empuje resultante es

E~689 N.

5 (b). En el caso de tener una onda de choque normal a la salida,

A
PLo003, Z2~308, o125,
b1 A 1

y el empuje resultante es

E ~ 40170 N.

Se observa que el empuje es en ambos casos positivo, es decir, en la direccién
del movimiento del fluido x, lo cual significa que las fuerzas de presién sobre
las paredes del propulsor no son capaces de impulsarlo hacia adelante (hacia
x < 0). A pesar de que el primer término del empuje en (11.61) es negativo
y bastante importante, pues v4 > v1 en ambos casos, la presién a la entrada
es lo suficientemente grande como para que su efecto, contrario al empuje,

supere la reaccion producida por la cantidad de movimiento a la salida, pqvy,
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generadora del empuje. Para hallar un empuje mas significativo fisicamente
habria que considerar lo que hay delante de la seccién de entrada (1).

En cualquier caso, la comparacién entre los casos (a) y (b) muestra que
el empuje es mucho mas adverso cuando se produce una onda de choque a la
salida, pues parte de la energia térmica generada por el calor de combustion
() se pierde también como calor en la onda de choque, perdiéndose por tanto

parte del trabajo de expansién.
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P.11.6 Reactor ram jet

La figura 11.5 muestra un esquema muy béasico de un reactor del tipo
“ram jet” de un avién supersonico. Cuando el avién vuela a una velocidad
supersénica (M; > 1), delante del reactor se forma una onda de choque que se
considerara normal. Tras atravesar la onda de choque, el aire llega al reactor,
donde se produce la combustién y posterior expansién del gas. Se supone que
la camara de combustién es un cilindro de secciéon constante A donde, debido
a un proceso de combustién, se le anade una cantidad de calor @ al gas,
que alcanza condiciones sénicas a la salida (Ms = 1). Posteriormente, el gas
se expande en una tobera divergente de forma que a la salida se alcanza de
nuevo la presién del aire ambiente (ps = p1; éstas son las condiciones ideales
de funcionamiento del reactor, cuando trabaja en las condiciones de diseno).
Se desea conocer la cantidad de calor que hay que anadir al gas y el empuje

del reactor. En particular, suponiendo friccién despreciable, se pide:

1. Condiciones del gas detrds de la onda de choque (a la entrada del

reactor): pa, 1o, Ma, ps v vs.
2. Gasto G.
3. Condiciones del gas a la salida del reactor: My, Ty, ps v v4.

4. Condiciones del gas a la salida de la cAmara de combustion: ps, T3, p3 v

V3.
5. Calor anadido @ en unidades de energia por unidad de tiempo.

6. Empuje del reactor.
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Datos:
M; =2, p1 =ps =3x10* N/m? Ty = 250 K, Ay = A3 = A = 0,4m?,
Ay =056 m?, v=14, R, =287 J/(kg K), ¢, = 1000 J/(kg K).

M1 ‘ p P

— ; ‘ _ P4 = P1
p1 | A §M3 =1
T 1 \
L2 3 4

Figura 11.5: Esquema del propulsor tipo ram jet

Solucion.
1. Teniendo en cuenta que la onda de choque a la entrada del reactor se

considera normal, haciendo uso de la tabla MF §22.8, o de las expresiones

(MF22.28)-(MF22.31), se tiene

T 2
P2 2B 687, Mp~0577T4, P2 ~o0667,  (11.62)
P1 T, af p1

por lo que
P2~ 135 x10° N/m?, Ty ~422K, p;~1,1kg/m?,

vy = asM> ~ 238m/s, (11.63)

en donde se ha hecho uso, ademés de los datos, de a1 = \/vR,T1 ~ 317m/s.

2. Al ser un proceso estacionario, el gasto masico se conserva a lo largo de

todo el reactor. Como acabamos de calcular las propiedades del flujo en la
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seccién 2, de la que también conocemos su area, se puede calcular el gasto en

esa seccidon:

G = pavaAs ~ 106 kg/s. (11.64)

3. Dado que las condiciones son criticas (sénicas) en la seccién 3 y el proceso
en la regién de expansion 3-4 es isentrépico, conservandose las magnitudes de
remanso (en todo el reactor no hay friccién y estd aislado térmicamente, y en
3-4 no hay generacién de calor por reaccién quimica como ocurre en 2-3), el
numero de Mach en la seccion de salida 4 depende sélo de la relacion de areas
Ay/As = 0,56/0,4 = 1,4. De la tabla MF §23.4, o de la expresién (MF23.30),

tomando la solucién supersénica, resulta

My ~1,76. (11.65)

Por otro lado, de la misma tabla MF §23.4, o de las ecuaciones (MF23.26),
(MF23.25) y (MF23, 23.22), se tiene

T
Dot 54 20 q62, P2 334 (11.66)
D4 Ty P4

Ademas, se dice en el enunciado que, en las condiciones de diseno del reactor,
la presion p4 coincide con la atmosférica pi, por lo que de la primera de las
relaciones anteriores se puede conocer la presién de remanso en la seccién 4,

que coincide con la presiéon de remanso en la seccién 3:

Pos = po3 ~ 1,6 x 10° N/m?. (11.67)

Esta presion de remanso va a servir para calcular las otras condiciones de
remanso en la seccién 4, que permitiran a su vez calcular las propiedades en

esa seccién mediante (11.66). Para ello se tiene en cuenta que Tpy = Tp3 y
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que pos = po3- Como el gasto masico en la seccién critica 3 depende sélo de
estas magnitudes de remanso y de la seccién A (MF23.31), y el gasto ya es

conocido (11.64), se puede despejar pp3:

. v+1 =)
G = G3 = \/7po3pos A3 5 ~ 106 kg/s;

P03 = pos ~ 0,936kg/m> . (11.68)

La temperatura de remanso en la seccién 4 se calcula de la ecuacién de estado,

conociendo las correspondientes presién y densidad,

Tos = Tos = 22 ~ 5955 K . (11.69)
gP03
Por tanto, haciendo uso de (11.66),
p3 ~0,28kg/m® y T,~368 K. (11.70)
Por ultimo, la velocidad a la salida vale
Vg = M4a4 = M4\/")/R9T4 =~ 677111/8 . (11.71)

4. Las condiciones en la seccion 3 son las criticas, que se obtienen directamente

de las correspondientes de remanso (MF23.28)-(MF23.29):

2
T3:T037+1 2497K, (1172)
o
2\ 4 2
P3 = Po3 m ~ 84 x 10° N/m”, (11.73)
2 \7T ,
o= o ( ~ 0,593 kg/m° (11.74)

vs = a3 = /YRy 15 ~ 447 m/s. (11.75)
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5. Toda la configuraciéon anterior, con las condiciones sénicas en la seccién 3,
depende de que se anada al gas la cantidad justa de calor en la cAmara de
combustién 2-3. Como ya se conocen todas las propiedades en las secciones 2
y 3, esta cantidad de calor se calcula facilmente de (MF33.74). En unidades

de energia por unidad de tiempo, se tiene

Q = G(hoz — ho2) =
1 1
G <cpT3 + §u§ — )Ty — §u§> ~ 1,6 x 10*kJ /s, (11.76)
donde se ha hecho uso de las magnitudes calculadas anteriormente y de los

datos.

6. Como se hizo en (11.59), para hallar el empuje se utiliza la ecuacién de
cantidad de movimiento en forma integral, proyectada en la direccién del
movimiento del fluido x, en un volumen de control constituido por la seccién
de entrada 2, la seccién de salida 4 y las paredes solidas del reactor. Teniendo
en cuenta que el proceso es estacionario, que todas las magnitudes fluidas son
uniformes en cada seccién y que el flujo es sin friccion, esta ecuacion se puede

escribir como

—pov3 As + paviAs = (p2 — p1)As — (p1s — p1)As — B, (11.77)
donde los dos primeros términos son los flujos de cantidad de movimiento en
la direccion x en las secciones de entrada y salida, respectivamente, el tercer
y el cuarto término son las fuerzas de presion, contra la presién atmosférica
p1, en las secciones de entrada y salida, respectivamente, y el ultimo término
es el empuje. Fisicamente, E es la resultante segtin el eje = de las fuerzas de
presién, respecto a la presién py, que el gas ejerce sobre las paredes solidas del

propulsor:
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—-E= —/S (p — p1) nzds, (11.78)

paredes

donde n, es la componente x del vector unitario normal a la superficie (dirigido
hacia afuera del volumen de control), y el signo menos en el primer miembro se
debe a que el segundo miembro representa la fuerza de presion que las paredes
solidas ejercen sobre el gas, que es igual, pero de sentido opuesto, a la que el
gas ejerce sobre las paredes sdlidas, o empuje.

De forma alternativa, como la cantidad p+ pv? se conserva a través de una
onda de choque normal (MF22.10), uno puede usar la seccién 1 en vez de la

seccién 2 en la ecuacién (11.77), manteniendo la misma secciéon As = A,

—plv%A + p4viA4 = (p1 — pl)A — (p4 — pl)A4 —F. (11.79)

Esta expresién tiene la ventaja de que los dos términos de fuerzas de presion se
anulan, pues pys = p1. Teniendo en cuenta, ademas, que G = p1v1 A = pavs Ay

y las magnitudes calculadas anteriormente, se tiene

E = G(v) — vg) ~ —5945N | (11.80)

Obviamente, el empuje es negativo, pues va en sentido opuesto al del flujo
dentro del reactor. Se deja como ejercicio para el lector comprobar que el
empuje calculado a partir de (11.77) es el mismo (ésta es una forma de

comprobar si uno se ha equivocado en los célculos numéricos).



228 PROBLEMAS RESUELTOS DE MECANICA DE FLUIDOS

P.11.7 Flujo supersoénico con intercambio de calor

Un depdsito de volumen V aislado térmicamente, que contiene aire
inicialmente a presion po; y densidad pp;, descarga al vacio a través de
una tobera convergente-divergente conectada a un conducto de longitud L
y didmetro D (ver figura 11.6). A través de las paredes del conducto se extrae
un calor ) por unidad de masa de modo que la velocidad del aire permanece
constante a lo largo del conducto. El movimiento del aire en el conducto es

turbulento sin influencia de la viscosidad en la pérdida de carga. Se pide:

1. Ecuaciones que determinan el movimiento del aire en el conducto. El
volumen del conducto-tobera es mucho menor que el del depésito y, por

tanto, el movimiento es, en primera aproximacion, casi estacionario.

2. Distribucién de temperatura, presién y densidad a lo largo del conducto
en funcién de la velocidad, densidad y condiciones de contorno a la

entrada.

3. Calcular, a partir de estos resultados, el nimero de Mach a la entrada

si el movimiento en el conducto fuese subsonico.

4. Sabiendo que A/A, = 2 (A, es el drea de la garganta), calcular el maximo
numero de Mach que puede haber en la entrada del conducto, suponiendo
que la solucién es subsénica en la tobera. ;Cudl es el valor limite de AL/D

para que la solucién sea subsdnica?

5. Calcular el gasto, el calor @ extraido, la velocidad y la densidad en el

conducto.

6. Suponiendo que AL/D es menor que el limite calculado en el apartado

4 y, por tanto, el movimiento es supersénico, calcular:
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(a) Nimero de Mach, presion, densidad y velocidad a la entrada del
conducto.
(b) Gasto que circula y calor anadido al conducto.

(c) Condiciones del gas a la salida.

po(t) Ay Q/(

po(t) : D pA0

Figura 11.6: Esquema de la instalacién

Solucion.
1. El movimiento en el conducto viene gobernado por la ecuacién de
continuidad, que al ser estacionario y el conducto de secciéon constante, se

escribe (MF33.37)

pv = constante = % , (11.81)

donde A = 7D?/4 es la seccién del conducto y G el gasto mésico; por la
ecuacién de cantidad de movimiento (MF33.38),
ov?/2  10p  M?

ox pdx 2D’ (11.82)

donde A es el coeficiente de friccién y x es la coordenada a lo largo del conducto,

comenzando al final de la tobera convergente-divergente, y por la ecuacién de

la energia (MF33.70),
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8(}“;7;2/2) . (11.83)
donde @, es el calor que se elimina a través de las paredes del conducto por
unidad de longitud, con unidades de energia por unidad de masa y longitud.
A estas ecuaciones hay que anadirles las ecuaciones de estado p/p = RyT' y

h=c,T.

2. Como la velocidad del gas es constante a lo largo del conducto, la ecuacién
de continuidad (11.81) nos dice que también lo es la densidad. Por tanto, p y
v en el conducto vienen dadas por sus respectivos valores a la entrada x = 0

del conducto:

p=p0), v=uv(0). (11.84)

El primer término de la ecuacién de cantidad de movimiento (11.82) se anula
por ser v constante. Como también lo son el segundo miembro de la ecuacion
y la densidad p, se puede integrar facilmente, proporcionando una distribucion

lineal para la presién a lo largo del conducto:

A\pv?
2D

p=p(0) — . (11.85)

Por 1ltimo, la distribuciéon de temperatura en el conducto se obtiene de la

ecuacién de estado y (11.85), teniendo en cuenta que la densidad es constante:

P \v?
=—=T(0) —
Ryp (0) 2DR,

. (11.86)

Se tienen por tanto las distribuciones de todas las magnitudes fluidas a lo largo

del conducto en funcién de sus respectivos valores en z = 0.
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3. La condicion de contorno a la salida, x = L, del conducto permite obtener
el valor de al menos una de las magnitudes fluidas a la entrada del conducto.
Como éste descarga al vacio, y como la presion del conducto jamés se podria
ajustar a la condicién de salida p(L) = 0, en su lugar, si el flujo es subsénico
en el conducto, se tiene la condicién de contorno M (L) = 1. Esta condicidn,
junto con las soluciones obtenidas en el apartado anterior, permiten obtener
el nimero de Mach a la entrada del conducto M (0). Para ello, se utiliza la
definicién del niimero de Mach para un gas perfecto [M? = v?/(yp/p)] v se
hace uso de (11.84)-(11.85),

1= MQ(L) — U2 L) _ p(O)U2(O)
p(L) Ap(0)v2(0)
vED v (p0) - 2GR L
2

- p(0 )WAL( )() G = T KL(](\’; n (11.87)

VP(O)( 2D p(0) ) ~ 2D (0)

Despejando se obtiene
1

M) = ——— (11.88)

4. El numero de Mach anterior a la entrada del conducto, que es siempre
menor que la unidad por la condiciéon de contorno que se ha impuesto a la
salida, tiene un maximo dado por la condicién de que el nimero de Mach
en la garganta de la tobera nunca puede superar la unidad. Este méximo se
obtiene de la relacién entre el area del conducto y el area de la garganta.
Sabiendo que A/A, = 2, de la tabla MF §23.4, tomando la solucién subsénica,

se tiene que

Minaz(0) ~ 0,306 (11.89)

Este limite impone una restriccién sobre el pardametro AL/D del conducto:
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1 AL
. D
V1t 35

donde se ha usado v = 1,4. Si A\L/D < 13,8, aproximadamente, el flujo en el

1— Mg@a:{; (O)

2
Moz (0) ~ 0,306 > 2o mer
e v M3, (0)

> ~ 13,8, (11.90)

conducto no puede ser subsénico, sino que sera supersonico, y la condicién de

contorno M (L) =1 deja de ser vélida (ver apartado 6 mas abajo).

5. El gasto masico se puede obtener de las condiciones del gas a la entrada del
conducto, teniendo en cuenta que las magnitudes de remanso se conservan a
lo largo de la tobera y son iguales a las condiciones que existen en el depdsito.

Haciendo uso de (MF23.24), se tiene

G = p(0)5(0)A = /3 p5p5 AM(0) <1 + %M?(@) T 1)

donde M (0) viene dado por (11.88), mientras que py y po son la presién y la
densidad en el depdsito, respectivamente.

El calor que se ha de eliminar del conducto se obtiene de la ecuacién (11.83).
Quitando el término de variacién de la energia cinética, pues v es constante a
lo largo del conducto, y utilizando la ecuacion de estado para la entalpia en

términos de la presion y la densidad, se tiene

o ( v p v WP
Py Ao 11.92
&U('y—lp) v—12D @ (11.92)

donde se ha hecho uso de la ecuacién de cantidad de movimiento (11.82) con p
y v constantes. La ecuacion anterior nos dice que el calor eliminado por unidad

de longitud @, es también constante a lo largo del conducto, luego Q = QL.

Es decir,
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v ALv?

Q:’y—l 2D

Para terminar de obtener (), se ha de calcular también v = v(0). Esta velocidad

(11.93)

se puede obtener, junto con p = p(0), haciendo uso de la conservacién de las

magnitudes de remanso en la tobera,

R AU S
0 <1+ 5 M(O)) : (11.94)

junto con la expresion del gasto (11.91). De la misma manera, se puede obtener
p(0):

~

P _ Y=L
p(O)_<1+ 5 M(O)> : (11.95)

Todas las magnitudes anteriores son funciones del tiempo a través de las
condiciones en el depésito, po(t) v po(t). Para obtener esta evolucién temporal
hay que resolver las ecuaciones que gobiernan la descarga del depdsito, que es
isentrépica al estar el depdsito aislado térmicamente [ecuaciones (MF23.42) y

(MF23.45)]:

dpo _

—_— = — 11.
v~ ¢, (11.96)
Po Poi
po _ Poi 11.97
Pg sz' ( )
po(t =0) =poi, po(t=0)= poi, (11.98)

donde G viene dado por (11.91) y (11.88).

6 (a). Si no se cumple la condicién (11.90), es decir, si AL/D < 13,8, el flujo

en el conducto es supersénico. Esto quiere decir que el flujo en la garganta
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de la tobera es necesariamente soénico y el nimero de Mach a la entrada del
conducto vale (teniendo en cuenta que A/A, = 2y tomando la correspondiente

solucién supersénica de la tabla MF §23.4)

M(0) ~2,.2. (11.99)

De la misma tabla se obtienen las magnitudes fluidas a la entrada del conducto
en funcién de las correspondientes magnitudes de remanso, que coinciden con

las condiciones en el depdsito:

0
PO o035, 2O <184, (11.100)
Po £o
2 2 2 p(0) Do
02(0) = 02 = M2(0)y 222 ~ 1 5720 11.101
) (0 2 = 1572 (11.101)

6 (b). El gasto es el critico (MF23.27):

Y1
N + 1)\ 20-
G =G = \/Apopo Ay <PYT> ~ 0,57 \/7pop0 Ag - (11.102)

Como la solucién para el flujo en el conducto dada en los apartados 1y 2
es independiente de que el flujo sea subsénico o supersoénico, el calor a eliminar

coincide con (11.93), pero ahora con v dado por (11.101).

6 (c). Las condiciones del gas a la salida del conducto se obtienen de la solucién

dada en el apartado 2:

o(1) = p(0), p(0)=p0) ~ L0 L 0
Ty = PO MO ), (11.104)

Ryp(0)  2DR,
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con las condiciones a la entrada dadas por (11.100)-(11.101). Por ultimo, el

numero de Mach a la salida vale [ver (11.87)]

M?(L) =

(L) p(0)v*(0) 1,426 (11.105)
) .

L v2 = _AL”
7% - <p(0) _ Ap(02)D (0) L) 0,647 — 5

Este ntimero de Mach tiene que ser mayor que la unidad para que la
presente solucién sea valida. Esto limita la validez de la solucién anterior
a AL/D < 0,647, aproximadamente, pues en caso contrario M (L) no sélo
serfa menor que la unidad, sino que no tendria sentido al ser imaginario. Si
0,647 < AL/D < 13,8, aproximadamente, el flujo seria supersénico detras
de la garganta de la tobera pero en alguna secciéon del conducto, o de la
parte divergente de la tobera, se produciria una onda de choque normal. La
nueva solucién para estas caracteristicas del conducto se obtendria ajustando
la posicién de la onda de choque mediante las relaciones de Rankine-Hugoniot

junto con la condicién a la salida del conducto M (L) = 1.
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