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Capitulo 1

INTRODUCCION A LA ELASTICIDAD
Y A LA RESISTENCIA DE MATERIALES

1.1. INTRODUCCION

La Elasticidad y la Resistencia de Materiales son dos disciplinas, intimamente ligadas,
encuadradas dentro de la Mecédnica de Medios Continuos que, a su vez, forma parte de la
Mecénica, entendida ésta como una rama de la Fisica.

En un sentido amplio puede decirse que la Elasticidad estudia los efectos que las
solicitaciones externas provocan sobre un sélido. El estudio de la Elasticidad es genérico, en
el sentido de que estudia sdlidos de forma cualesquiera sometidos a todo tipo de cargas.

Este estudio genera un aparato matemdtico muy complejo que, si bien puede llegar a
resolverse con la ayuda de complicados programas informaticos, en la mayoria de los casos,
suele ser inabordable sin esa ayuda.

La introduccién de ciertas hipdtesis simplificativas, de cara a hacer mas comodamente
resolubles cierto tipo de problemas muy frecuentes en Ingenieria, da lugar a la Resistencia
de Materiales.

Debe quedar bien entendido que el objeto de estudio de ambas disciplinas es el medio sélido
deformable, frente a la Mecanica Racional, la otra gran parte de la Mecanica, que estudia el
comportamiento del sélido rigido.

1.2. SISTEMA REAL, ESQUEMA DE CALCULO

El primer aspecto que hay que tener en cuenta cuando nos enfrentamos a un problema real
de Ingenieria con todas sus peculiaridades (variables, datos geométricos, etc.) es el paso al
modelo o esquema de célculo, en el cual gran parte de los elementos se reducen o se obvian
para simplificar la resolucion sin perder mucha precision en los resultados que se quieran
obtener.
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Este paso que, para un problema simple, puede ser inmediato, en un problema complejo
puede ser muy delicado y requerir una cantidad de tiempo nada despreciable, maxime
teniendo presente que, por muy buenos que sean los calculos posteriores, si el modelo no
reproduce con la fidelidad necesaria el problema real, dard lugar a resultados que pueden
llegar a ser francamente malos.

En el caso de que se esté trabajando sobre un problema de Elasticidad o de Resistencia de
Materiales, hay que tener en cuenta los siguientes aspectos:

. Geometria
Variables que intervienen en el proceso (temperatura, presion atmosférica, peso,
campos electromagnéticos, cargas,...)

. Propiedades y comportamiento de los materiales.

1.3. SOLIDO RIGIDO, ELASTICO Y REAL

Si se asume que el sélido no ofrece variaciones de posicion relativas de unos puntos frente a
otros, se estaria modelando el sélido como rigido. En tal caso, y como ya se ha indicado, se
estarfa dentro de la disciplina de la Mecanica Racional, estudiando problemas en los que los
movimientos de todo el conjunto son los que realmente importan en el analisis,
desestimando los movimientos relativos. Al suponer que el sélido es rigido se estd
realizando una hipétesis sobre el comportamiento del material, como ya se detallard mas
adelante.

Asumiendo la idea contraria, es decir que los puntos de un sélido varian sus posiciones
relativas bajo la accidn de cargas externas, se estd tratando el sélido como deformable. Si
ademas se admiten una serie de hipdtesis que se desarrollaran al final de este capitulo se
tiene lo que se conoce como sélido elastico.

En general un sélido real no es, exactamente, ni rigido ni elstico; el sélido rigido no existe
porque para que un solido pueda resistir unos esfuerzos aplicados debe deformarse, y el
elastico tampoco porque el sélido incumple en mayor o menor medida las hipétesis
mencionadas anteriormente, sin embargo la admisién de estas hipétesis no nos aleja tanto
del medio real como para dar lugar a resultados inexactos.

1.4. FUERZAS INTERIORES Y EXTERIORES. EQUILIBRIO ESTATICO Y
ELASTICO

Las fuerzas externas que actiian sobre un sélido se dividen en dos:

Las fuerzas de superficie, que actian sobre el contorno del cuerpo. Ejemplos de fuerzas de

superficie son el empuje del terreno, 1a presién de un fluido, ya sea liquido o gaseoso o el
peso de personas o vehiculos que transitan sobre el sélido.
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Ym=0-8* [L.5]

Para que la deformacion angular sea funcién de un sélo punto, al igual que sucedia con la
deformacion lineal, se debe acercar infinitesimalmente los puntos A y B al punto O.

y = lim(6-9) [1.6]
B=0

La deformacion, lineal o angular, es una magnitud adimensional. Esto se desprende de la
definicion de deformacion. La deformacion lineal es adimensional porque se define como el
cociente entre dos longitudes y la deformacién angular es adimensional por tratarse de un
angulo.

1.8. EL PROBLEMA ELASTICO

Una vez definidos los conceptos de tension y deformacion, se puede completar el problema
eldstico:

Fuerzas ......................... Dcsplazamientos
Ecuaciones Ecuaciones de
de Equilibrio Compatibilidad
Tensiones ——— Deformaciones
Ecuaciones de
Comportamiento

Figura 1.8. Esquema del problema elastico.

El esquema de la figura 1.8 muestra el problema elastico, ya cerrado; o sea que ya se pueden
obtener los desplazamientos de los puntos del sélido a partir de las solicitaciones, pasando
por las tensiones y las deformaciones. La relacion entre fuerzas y tensiones constituyen la
ecuaciones de equilibrio, la relacion entre desplazamientos y deformaciones constituyen las
ecuaciones de compatibilidad y la relacién entre tensiones y deformaciones, las ecuaciones
de comportamiento.

De las variables que entran en juego en el problema eldstico: fuerzas, tensiones,
deformaciones y desplazamientos, es de especial relevancia el conocimiento de las
tensiones y de los desplazamientos, los valores de ambos deben estar acotados, estas
acotaciones constituyen los estados limites. La limitacién de las tensiones debe realizarse
para que el sélido no “rompa”, en realidad se suele hacer para que el solido no plastifique,
mientras que la limitacion de los desplazamientos tiene como finalidad asegurar que se
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Las hipotesis de comportamiento del material permiten la aplicacion del principio de
superposicion que dice que si las causas se suman, se suman también los efectos. La
necesidad de considerar la linealidad resulta obvia, puesto que el principio de superposicién
no es mas que admitir que la relacion entre fuerzas y desplazamientos es una aplicacion
lineal, matematicamente:

u(aF\+BF;) = au(F )+ Bu(F,) Vvayp [1.7]
En la expresion anterior u es una aplicacion lineal, F, y F, son vectores y o y  son dos
escalares cualesquiera.

La necesidad de considerar la elasticidad para que se verifique la igualdad anterior se pone
de manifiesto para el caso de o =1 yde B =1, con F, = F y F, = -F; 0 sea primero una carga
y luego una descarga, para que se cumpla la igualdad anterior el desplazamiento final debe
ser nulo, hecho que no sucede si no se admite la Elasticidad.

La hipdtesis de pequefias deformaciones hay que admitirla para considerar el estudio del
s6lido indeformado porque si se considera deformacion al someter el sélido a una fuerza F,
después de estar sometido a F, el sélido es diferente del inicial.
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Las componentes intrinsecas son dos:

El

Tensién normal o,: Es la proyeccion del vector tension & sobre la normal al plano n:n.
Tension tangencial t: Proyeccion del vector tensién a sobre el propio plano .

significado fisico de cada componente es el que sigue:

La tensién normal provoca en la pieza un cambio de volumen. Si la tension normal es
positiva; o sea tiene el sentido de la normal al plano, el volumen de la pieza aumenta, se
dice que la pieza esta sometida a traccion y si la tension normal es negativa produce una
disminucién de volumen y la pieza estd sometida a compresion. La normal al plano
puede tener dos sentidos, se tomaré siempre la normal externa al semisélido considerado,
figura 1.4.

La tension tangencial provoca en la pieza un cambio de forma. El sentido de la tension
tangencial no tiene una transcendental importancia.

En cuanto a la forma de calcular cada componente:

La tensién normal se calcula proyectando el vector tension sobre la normal al plano,
como se desprende de la propia definicién de componente normal:

G,=6-i [2.1]
Para hallar la componente tangencial se aplica el teorema de Pitagoras:

1=4o’ -o! [2.2]

2.3. EL TENSOR DE TENSIONES

Al depender el vector tension del punto y del plano, existen infinitos vectores tension en un
punto al existir infinitos planos que pasen por el punto. Sin embargo, se demostrard mas
adelante que esos vectores tension se pueden determinar a partir de la normal al plano
correspondiente, si se conoce el tensor de tensiones.

Considérese un sélido cualquiera en el que se aisla un punto material entre seis planos, tal y
como se muestra en la figura 2.2.
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Oyzs Ogx» Oy, también nombradas como Ty, Tys Tyx, Tyz Toxs Tzy S€ denominan componentes
tangenciales, al estar contenidas en el plano, respecto al cual se determina el vector tension.
Las componentes de los vectores tensién asociados a los planos coordenados, en funcién de
sus componentes vienen representados en la figura 2.4.

Figura 2.4. Componentes de los vectores tension de un punto material asociados a los planos coordenados.

Si se colocan los vectores tension asociados a los planos coordenados como los vectores
columna de una matriz, ésta constituye lo que se conoce como el tensor de tensiones, por
ello en el apartado de introduccion se decia que, a todos los efectos, se puede identificar el
tensor de tensiones con una matriz.

o, T, T,
[cr] =1, O, T, [2.3]
T T, O,

2.4. ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO

Bajo este enunciado se pretende encontrar la relacion entre las fuerzas volumétricas y las
componentes del tensor de tensiones.

En el apartado anterior se ha aislado un punto material de un sélido encerrandolo entre seis
planos coordenados, ahora se va a aislar un volumen infinitesimal, también entre seis planos
coordenados. En el caso del volumen infinitesimal el vector tensién asociado a las caras
vistas no es igual y de sentido contrario al vector tension asociado a las caras ocultas, sino
“casi igual”. Esto se traduce, matematicamente, en que se puede hacer un desarrollo en serie
de Taylor para obtener los vectores tension asociados a las caras vistas a partir de los
vectores tension asociados a las caras ocultas.
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Figura 2.5. Componentes de los vectores tension de un volumen infinitesimal.

ZF =0:

ot
(o‘,‘ + agx" dx—cx)dydz-r-(tyx +?yy5-dy—tyx]dxdz+(r“ +atT:‘dz—'czxjdxdy+

acx+at)’*+a‘ru
x 9y oz

o
+Xdxdydz = 0:»(6"* == +a;: +Xdedydz =0= +X=0

ox oy

Como se observa de la expresion anterior las componentes correspondientes a las caras
vistas tienen signo positivo, al llevar el mismo sentido que el eje OX, mientras que las
componentes asociadas a las caras ocultas llevan signo negativo, al tener signo contrario al
eje OX.

El resultado obtenido para el eje OX se puede extender al resto de los ejes coordenados, con
lo que las ecuaciones para los tres ejes queda:

dt
Ea&_*..__’f_.’_é}.’_.px:o
ox oy oz
ot oo, ot
—2 L+ —24+Y=0 [2.4]
ox dy oz
ot
ﬁ‘1+—"‘+a—c'—+ Z=0
ox dy 0oz
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M, =0:
. L .dx-dz- — dx-dz - — - +—2dz|-dyv.dx- — +
(Tw+ dy) d::m:iz 5 +1,dx-dz 5 Ty z )imx 5
Distancia Distancia

dxdydz _

' ot ot
—twdy-dx-%=0=>(tﬂ+ﬁdy+tn—rzy+jkﬂdz-tn) 0

Despreciando infinitesimos de orden superior, y teniendo en cuenta que el volumen del
paralelepipedo nunca puede ser igual a cero, se llega a:

2t, =21, =0 > 1,=1,

Asi se ha demostrado la reciprocidad de las tensiones tangenciales, para el resto de los ejes
el resultado es analogo, con lo que, en definitiva, se puede establecer las igualdades:

ZMx =0=1,=1,
dYM, =01, =1, [2.5]
ZMZ=ODTW= Tyx
No se ha tenido en cuenta el momento provocado por las fuerzas volumétricas al ser
despreciable frente al momento provocado por las tensiones. Siempre que se trabaje con

voliimenes diferenciales puede establecerse esta simplificacion porque el volumen, dV, es
un infinitesimo de mayor orden que la superficie de las caras, dS:

dS ~ dxdy = Infinitésimo de segundo orden.
dV ~ dxdydz = Infinitésimo de tercer orden.

El tensor de tensiones se puede poner definitivamente:

[6]=|t, o, = [2.6]
T

2.6. LEMA DE CAUCHY

Cuando se definid, en el capitulo anterior, el vector tension se dijo que era un vector
asociado a un punto y a un plano; como por un punto pasan infinitos planos habra infinitos
vectores tension asociados a un punto. Esto se traduce en que se deben conocer infinitos
valores para determinar el estado tensional de un punto. Sin embargo se va ha demostrar
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Las areas dS,, dS, y dS, son las caras del tetraedro situadas sobre los planos perpendiculares
a los ejes OX, OY y OZ, respectivamente, que se obtienen proyectando el drea de la cara
oblicua, dS, sobre los planos coordenados, tal y como se ha hecho en las expresiones
anteriores.

Para obtener fuerzas a partir de tensiones se debe multiplicar por el area sobre la que actia.
Tomando equilibrio de fuerzas segun el eje OX:
ZF =0:
(~0,dS,)+(~7,4dS, )+ (-7,dS,) +p,dS = 0
-0,dScosa. - t,,dScosp - t,,dScosy +p,dS = 0
(—cr,‘cosa - t,c08p - T cosy + p_) -dS =0

-o,cosa — 1, cosp —t,cosy +p, =0 = p, =0 cosa+ 1, cosp+ 1, cosy

Los resultados obtenidos para el equilibrio en los otros ejes es andlogo, con lo que se
obtienen las expresiones.

LF, =0= p, =0,cosa+ 1 cosp+t,cosy
ZF, =0= p, =1, cosa+o,cosp+ T, cosy
ILF, =0= p, =1,c0sa +1,c08p + G cosy

Las expresiones anteriores puestas en forma matricial:

Px U: Tay Ta 1
Py| =Ty Oy Tufl:|m [2.8]
pz xz ryz g, n
O sea:
6=[6] @ [2.9]

La expresion anterior se conoce con el nombre de lema de Cauchy y relaciona el vector
tensidn asociado a un punto y a un plano con el tensor de tensiones del punto y la normal al
plano. Al relacionar el tensor de tensiones dos vectores: la normal y el vector tensién se
puede considerar como una aplicacioén lineal.

Pero la expresion [2.9] tiene una importancia adicional: al ser el vector tension una fuerza
por unidad de superficie, cuando esa superficie sea del contorno coincide con la fuerza
superficial, luego la expresién [2.9] relaciona fuerzas superficiales con el tensor de
tensiones; por esto el lema de Cauchy también recibe el nombre de ecuaciones de equilibrio
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Los coeficientes de la ecuacién caracteristica son invariantes del tensor de tensiéon. Un
invariante de un tensor es un valor del mismo que permanece inalterable si cambia el
sistema de referencia. Es l6gico que estos coeficientes sean invariantes ya que se obtendran
las mismas tensiones principales desde cualquier sistema de referencia.

Las invariantes son:

I[,=0,+0,+0,=0,+0,+0,

. 2 2 2

I =o0,t0,0,+0,0, -1, -7, -7, =0,0,+0,0, +0,0, [2.13]
Ul le Tn

I] = Tty Uy Tyl = G[G“Um
T, T, O,

2.9. REPRESENTACION GRAFICA DEL TENSOR DE TENSIONES. ELIPSOIDE
DE LAME

Sea G = (o‘ , o, cr"') el vector tensién asociado a i, en ejes principales, segun el lema

de Cauchy o =& - i, donde & viene dado por la expresion [2.14]:

I
o 0 0 1 al c . o o
6=¢i=|0 o, O||m|=|om|=|0"|=>]l=—m=—;n=—o
o o o
11} I 1 m
0 0 oy \n O (4

Como fies un vector unitario I’ +m? +n* =1 =

1?2 m\? my 2
GRGRER
Oy Oy Cu
La ecuacioén [2.15] corresponde a un elipsoide, denominado elipsoide de Lamé, figura 2.10,
y que representa el lugar geométrico del extremo de todos los posibles vectores tension & en

un punto.

4 Oy

Figura 2.10. Elipsoide de Lamé.
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o 0 O 1 ol o, cosb
6=|0 o; 0 ||m|=|oym| = |oysend
0 0 oy/ \n on 0
cosb | -
0, =6-fi=(0,cos® o send 0)- sen6 =Ulcosze+cnsen26=c[+c%+
0 ,
+oy 1-cos20 _ o +0oy +917% g
2 2
sen®
- - 0'1"0'“
1=5-t=(0;cos® oy send 0)| —cos® =o,cosBsenB-cusen0c059=-———2———sen29
0

Se obtienen que las componentes intrinsecas asociadas a un plano paralelo al eje principal
OIII son:

o, +0 g, -
=S17% S

n 5 O cos20 [2.16]

(o

t= EL'Z—G‘lsenze [2.17]

Para hallar la componente tangencial en vez de aplicar el teorema de Pitigoras se ha
proyectado el vector tensidon sobre un vector unitario perpendicular al normal. De los dos

posibles vectores tangenciales se ha escogido aquel que va de ta fi por el camino mas
corto realizando un giro positivo.

De las expresiones anteriores se deduce que si la normal esta contenida en el plano formado
por los ejes Ol y OII los extremos de todos los vectores tensién correspondientes se pueden

, o, +0 . 6;,-0 L
representar en un circulo de centro (_L?.—[L , 0) y radio ;z—Jicuya ecuacion seria:

2 2 2
(cn_cu_;sm] Hz:[%cosze) +(gi~;-?~"—sen26) -
o, -o4) (o,-04) o, -oy)’
=(—-————' ") cos’ 29+(——1 “) sen’ 29=(-——-——-[ “)
2 2 2

2 2
_01'*'0;:] + ;___[0’1*0"] 2.18
R R (219)
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2.12. TENSIONES OCTAEDRICAS

Las tensiones octaédricas son las componentes intrinsecas del vector tension asociado a un
plano que forman angulos iguales con los tres ejes principales.

l=m=n I ===
e 3 =]=>il= —_—
I’+m?+n® = 1 3

En realidad se trata de ocho planos que forma los mismos dngulos con los tres ejes y que
constituyen el octaedro de la figura 2.17.

3
Ty

Figura 2.17. Octaédro.

Las normales correspondientes a estos ocho planos son:

1 1

l=4—; m=4—; n=+—
V3 3 V3
l——L' m—+-1——' n--+L
NEN NE 3
l-+-1—' m—--l—' n-+L
V3’ NN
l=+—1-' m=+L' n———l—
V3’ V3’3
l—-——l—' m-——-i—' n-+l
V3’ V3’ V3
l—+—1—'m—--1—'n- L
V3’ V3’ V3
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n=-——
B
meo Lo L
BB

Los vectores tension asociados a estas ocho normales son:

I+

s 1] [+8L
s, 0 0 J13 V3
6 =10 oy 0 ||t—|=|+2L
Ill \/3 ﬁ

V3

+G_“_1.

V3
Obsérvese que el tensor de tensiones se debe poner en principales, ya que la normal forma
angulos iguales con los ejes principales.

Las componentes intrinsecas del vector anterior son:

got ~ %1% *Om _ 1

Ont =0 =0 T B [2.21]
2
2 =|a,oc:|2 —ol = O +0y +0oy _ (o, +ou+0ou) _
3 9
1 2 2 2 2 2
='9'[(°'[ "Gn) +(°| _cm) “"(cu - Um) ]= '9‘I|2 '“"3’11 [2.22]

La expresiones anteriores dependen de las invariantes del tensor de tensiones; es decir para
conocer las tensiones octaédricas no hace falta obtener las tensiones principales, se pueden
obtener en cualquier sistema de ejes. Esto es equivalente a decir que las tensiones
octaédricas son invariantes.

2.13. TENSOR ESFERICO Y TENSOR DESVIADOR

Una de las funciones de las tensiones octédricas es la descomposicion del tensor de
tensiones en el tensor esférico y el tensor desviador.

Todo tensor de tensiones es susceptible de descomponerse en un tensor esférico y un tensor
desviador:
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4ngulo de 20 con la horizontal, figura 2.19. Teniendo en cuenta que el vector tension
correspondiente al eje principal OI estd en la horizontal se dice que el circulo de Mdohr
duplica los angulos.

20
| O"Uo'l |

Figura 2.19. Circunferencia de Méhr en tension plana.

Para construir una circunferencia de Méhr en tensién plana no es necesario tener el tensor
en gjes principales: se puede construir, directamente, a partir del tensor en ejes cualesquiera,
tal y como aparecen en la expresion [2.29]. Hay que tener en cuenta que las columnas del
tensor representan el vector tension asociados a los ejes coordenados, en concreto la primera
columna representa el vector tension asociado al plano perpendicular al eje OX, o, es la
componente normal y t,, es la componente tangencial, y la segunda columna es el vector
tension asociado al plano perpendicular al eje OY, siendo o, la componente normal y t,, es

la componente tangencial. Ambos vectores deben formar respecto al centro del circulo de
Mohr un éngulo de 180° pues las normales a sus planos forman 90°. Esto supone que
mientras que una componente tangencial es positiva la otra es negativa, ver figura 2.20.
Pero ;cual?.

Figura 2.20. Tensor de tensiones en el circulo de Mohr.

Para saber qué tensidn tangencial se pone positiva y cual negativa hay que recordar que el
vector tangente T se tomaba de forma que se iba deta fipor el camino més corto, siguiendo
el sentido contrario a las agujas del reloj, ver figura 2.11. Si la normal es el eje OX, el eje
OY no corresponderia con el vector tangencial sino su opuesto, figura 2.21.a, pero si la
normal fuera el eje OY, el eje OX si seria el vector tangencial correspondiente, figura
2.21.b, por ello: la componente tangencial se pone con su signo sobre o, y con signo
contrario sobre o,. Si en lugar de tratarse del plano OXY se tratara del plano OYZ la
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La deformacion lineal es propiedad del punto y de la direccion respecto a la que se esté
calculando el alargamiento y la deformacion angular es propiedad del punto y de las dos
direcciones que forman el angulo cuya variacion se pretende calcular.

3.2. DEFORMACION EN EL ENTORNO DE UN PUNTO

En el apartado anterior se vio como el punto P se desplazaba a P’ en el proceso de
deformacién, obviamente lo mismo le ocurre al punto Q, se desplaza a Q', figura3.2. SiPy
Q son dos puntos infinitamente préximos los desplazamientos de ambos seran similares,
esto matematicamente se traduce en que se puede desarrollar en serie las componentes del
vector desplazamiento de Q en torno a P. Este desarrollo en serie se puede limitar al término
lineal al estar los dos puntos muy préximos. Un analisis similar se hizo en el apartado 2.4.
del capitulo 2, con las componentes del tensor de tensiones.

Figura 3.2. Desplazamientos de puntos infinitamente cercanos.

Los vectores desplazamiento de P y Q son, respectivamente:

Bp =Upi +V,p +Wok; 84 =Uqi+Vg])+Wok (3.2)

Considerando que u, v y w son funciones de x, y y z, continuas y derivables, de derivada
continua, es posible efectuar un desarrollo en serie en torno al punto P y finalizar el
desarrollo en el término de primer orden. Asi si se considera las coordenadas de P:
o+ - .

OP =(x,¥p,29) ¥ las de Q: OQ =(x,y,z) y que las coordenadas de los desplazamientos

son up = U(XO: Yo, zo), Vp = V(XO! Yo ZO) » Wp = W(xm Yo, ZO) YUg = U(X, Ys Z)» Vo = V(X, Y, z),

wq = w(X, Y, ).

du du ou
U(X, Y, Z) = u(xﬁs Yos 2-0) + g(xosYO!ZO)dx +5(XO'YD'ZO)dY +g(xo’Yu=za)dz

av ov av
V(X, Y, Z,) = V(XO! Yo» zO) + a(xann’zn)dx +E(xovy0!za )d}' +E(x0' yn’zo)dz

ow ow ow
W(x, Y, Z) = W(Xo, Yos z()) + a(xov}’oszo)dx.i-g(xoavazo)dy+¥(xo:Yoszo)dz
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Giro
En el giro de los elementos de la seccién se puede apreciar la variacion de angulo, asi el

angulo inicial BAC de 90° se transforma a 90 + Y1 - Ya
A

du
u+—dy
ay

Figura 3.6. Deformacion angular de un cuadrildtero elemental.

En la figura 3.6 se puede apreciar que v, = % , para entender esto no hay mas que observar

que entre A y C hay una variacién de la coordenada x luego si se desarrolla en serie el
desplazamiento en torno al punto A para hallar el desplazamiento de C sdlo influira la

variacion con el eje x, en concreto, el desplazamiento segun el eje y de C serd: v + P pues

v es el desplazamiento de A. Por tanto:

v+ﬂdx—v

tangyl =T=

2@

Y como las deformaciones son pequefias los angulos también lo serin y tany, = ¥,.

Anélogamente se puede obtener que v, = —gu; .

La variacion del 4ngulo en la deformaciénes: y, +y, = % + % , esta expresion es el doble.

del término €, 0 ¢, ; luego los términos ajenos a la diagonal del tensor de deformaciones
representan la mitad de la variacion del dngulo coordenado correspondiente a ese plano.

En definitiva se ha demostrado que las componentes de la diagonal del tensor de
deformaciones representan la variacion unitaria de longitud respecto a cada uno de los ejes
coordenados y los elementos de fuera de la diagonal representan la mitad de la variacién
angular en los planos coordenados. Debido a que los elementos de fuera de la diagonal se
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3.6. TENSOR ESFERICO Y TENSOR DESVIADOR

En el apartado anterior se comparé el tensor de deformaciones con el tensor de tensiones en
cuanto a la forma se refiere; uno de los aspectos que se compararon fue la descomposicion
del tensor en tensor esférico y tensor desviador. Se va a insistir en este tema porque esta
descomposicion tiene un gran sentido fisico cuando de deformaciones se trata.

En principio se va a ver el significado fisico de la primera invariante del tensor de
deformaciones. Supdngase que el prisma infinitesimal de la figura 3.8. se ha deformado
unicamente alargando o acortando cada direccién del espacio. La deformacién en la
direccion de cada eje vendra reflejada por la deformacién normal correspondiente a cada
eje, de forma que el alargamiento que sufren las tres direcciones del espacio seran:

A(dx) =€, dx; A(dy) =€ dy; A(dz) = ¢,dz

Az
g,dy

sxdx 7}1/' - E‘dz

Figura 3.8. Incremento de volumen de un sélido infinitesimal.

El incremento de volumen que sufre este s6lido elemental es:

AV = Via = Vinicial = (dX + &,dx)-(dy + €,dy)-(dz + &,dz) - dxdydz =
=[(1 +e)(1 +&)(1 +¢gp) - 1]dxdydz = [(1 +&,)(1 +&,)(1 +¢,) - 1]dxdydz =
=(exteyte, &6 +EETEE TEE E, Jdxdydz

Si se tiene en cuenta que las deformaciones son pequefias, son infinitésimos, el producto de
dos deformaciones es ain mas pequefio, es un infinitésimo de segundo orden y con mas
razén el triple producto, que es un infinitésimo de tercer orden, luego despreciando
infinitesimos de segundo y de tercer orden en la expresion anterior se reduce el incremento
de volumen a:

AV = (g + g, + g,)dxdydz

Considerando, ahora, un incremento unitario:
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inferir que el tensor esférico de deformaciones representa el cambio de volumen que
conlleva el tensor de deformaciones [s] y por contra el tensor desviador representa el

cambio de forma.

3.7. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

En principio cualquier campo de desplazamientos univaluado, que en cada punto tome un
s6lo valor, y continuo, para que no se rompa el sélido, puede ser la solucién de un problema
elastico. Se ha visto, por otro lado, que, a partir del campo de desplazamientos se puede
obtener un campo de deformaciones representado por el tensor simétrico de deformaciones
a través de las expresiones:

&= 22 11 =20 e =20l
du ov ow du ow
Txy-g"'a (4] sz_g"'g [51 sz__a'_;"'—é; (6]

El conocimiento de un campo de desplazamientos univaluado y continuo lleva a la
determinaciéon inmediata de un campo de deformaciones mediante la aplicaciéon de las
expresiones anteriores; ahora bien, cabria preguntar si cualquier tensor de deformaciones
lleva asociado un campo de desplazamientos o, por el contrario, es necesario que verifiquen
algunas condiciones adicionales.

Para plantear esta cuestion se puede suponer el sélido formado por infinitos puntos, cada
uno de ellos considerado como un paralelepipedo elemental que lleva asociado un tensor de
deformaciones. Si el sélido se deforma se deformaridn cada uno de esos infinitos
paralelepipedos; las deformaciones serdn compatibles si, después de efectuarse la
deformacion, esos infinitos paralelepipedos se pueden montar como piezas de un
rompecabezas y no lo sera si ese montaje se hace imposible.

A partir de las expresiones anteriores se pueden obtener una serie de expresiones que tienen
que verificar las componentes de un tensor para que pueda ser un tensor de deformaciones y
le corresponda un campo de desplazamientos.

. d'e d’u
Derivando [l] con respecto a y dos veces: —* = ——
ay’ dyox
‘e a'v
Derivando [2] con respecto a x dos veces: — - =—;
ox ox " dy

'y, d'u a'v

Y -

dyox  dy'ox | ox'dy

Derivando [4] con respectoay y a x:
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. Oy dw  dv
Derivando [5] respecto a x: Bxyz - oxdy + pore [9]

Sumando las expresiones [7] y [8]y restindole [9]: a;; + N O =2 o'u

dy ox Oyoz
]
Se deriva la expresion anterior respecto a x: _[ay v, KN &y J 2 gu
z oy ox Bydzox

La expresion anterior también se puede obtener derivando [l] respecto a y y a z
d't, du

ayoz - oxdyoz ; con lo que se tiene ya la 4" ecuacién de compatibilidad:

_a_(&r.uav.,"av,,J:za’e.
ox

[3.20]
&z oy ox dyoz

La 5" y la 6 ecuacion de compatibilidad se obtienen analogamente:

Sumando las expresiones [7]y[9] y restandole [8] 6;( 8;: % =2 :::gz .

2
Se deriva la expresion anterior respecto a y: [ay o &Y“J =2 o
ay \ ox oz oy Oxoyoz
La expresion anterior también se puede obtener derivando [2] respecto a x y a z
d'e, o’v

—_—t ; con lo que se tiene ya la 5" ecuacién de compatibilidad:
dxdz Oxdyoz

i[al{rl +aY.ly - ayn] =2azsy
ay

x oz oy oxdz B3.21]

Para obtener la Gltima ecuacién se suma las expresiones [9] y [8] y se le resta [7]:

.Q.Y__".'...q.ay”_ay" —zazw

dy ox oz oxdy

2
Se deriva la expresion anterior respecto a z: _@_[67 = 4 Op O "J =2 ow
oz\ dy ox oz



ELASTICIDAD y RESISTENCIA DE MATERIALES 55

La expresion anterior también se puede obtener derivando [3] respecto a x y a y:

a? ’
S o w ; con lo que se tiene ya la 6" ecuacion de compatibilidad:
oxoy Oxdyoz

3(&}’1.: +asz_aYuyJ azsx

22\ oy F™ p =2axay [3.22]

Con lo que se han obtenido las seis ecuaciones de compatibilidad:

0y O 08 i[a“ + o _a"’“]=zal"" av)
By oy | ox x\ oz oy ox) oyer
o'y, 0d', a%, 8 (ay Ay y ) de -
- I v yZ Xy _ xz | _ Y 3.23
i v v W R R -l AN
azYu azaz 825]‘ ) aY aYy! aywj 6’5
- m [ _ T |, 0E,
xoe o o O az( o Tox o) oy P

Se ha demostrado la necesariedad de las ecuaciones de compatibilidad; o sea que si las
deformaciones llevan asociadas unos desplazamientos univaluados y continuos deben
cumplirse las ecuaciones de compatibilidad. Se va a demostrar, a continuacién, la
suficiencia; es decir si las deformaciones cumplen las ecuaciones de compatibilidad se
pueden obtener, a partir de ellas, un campo de desplazamientos univaluados, continuos,
derivables de derivada continua, como demostré Cesaro (1.906):

Supéngase un dominio simplemente conexo, las derivadas de la componente u del
desplazamiento, segtn se desprende de la definicién del tensor de deformacién, [3.5], y de
la definicion de matriz de giro, [3.6], son:

du
du
a—y'=8xy+hxy
%=8!Z+hll
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Se desea obtener el desplazamiento a partir de las deformaciones; o sea se conoce el
vector Vuy se desea obtener u. Ahora bien en virtud de cierto teorema’ se debe verificar

que: V x (e’u) =0

- - - — -
i J k oy oy oz oz 0
e 9 9 O, O, Ohy, |_|,
ox dy o0z oz Ox ox 0
Eu By thy E,+h, Ot  Ohy, O,

ox  ox oy

oz oy

oh, dh, a(au an 6[8u avj a[av awj_ah,,
oy ox) ox

oz Tox ax

ah,,_ae,, o,
x oz oy
%=6s,‘_65“
x oz ox
Ohy, B, O
ax oy ox

Para el resto de las componentes del vector desplazamiento se obtiene un resultado analogo.

Deﬁx(év)=o:
oh _35,, oc,
dy & oz
ohy, e, Bty
9y ox oy
ah,,_‘&_aa,,
oy oz ay

' Teorema: Dado un vector Bcontinuo y derivable y de derivada continua, existe un escalar ¢ tal que B = V¢
o VxB=0.
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d%e,, ot Ea 6 £y als " _0 1)
dy? 6y6x 8xaz dyoz
2 62 2 2
06, Zfn Ota ,lfy_g
ayaz oxdz Oxdy  ox
2 2 2 2
_6 2 6 xy e, 0%,y =0 (3)
ox axay ay oxay
i j k
= (= a a 5]
Vx(Vh,,)= o > 5 |70
Oy Oty 08y Oy O,  Ofny
oz oy & oy oy oz
2 63 a! az
e 0% 05 TPk )
oy? oyoz 0z' Oyoz
al 2 az
81, d'e 6 E, £, v _ 0 (5)
oz ayaz axay oxoz
d's, %, 6’ ., 9%
!y 2220 (6)
axaz axay dyoz dy
i K k
6x(§hu)= -—a— i —@— =0=
ox oy 0z
_gs_x+63u aaﬂ _aeyx aaz _25_33&__
&z ox & dz X Oz
1 2 al al
O, 0&, OE, _f_:"_=o (7)
dyox 0Oydz 0xdz Oz
-65; d'e ,,_8:_68 ~0 (8)
oz aaxaz ox oxoz
a‘l 2 2 2
fn 08y T8 _T%u_g (g
x

oxoz ayaz Axdy
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Un examen pormenorizado de las nueve expresiones anteriores, teniendo en cuenta que la
deformacion angular es el doble de la componente de fuera de la diagonal del tensor de
deformaciones, permite ver que hay expresiones iguales entre si y coinciden con las seis
ecuaciones de compatibilidad, [3.23], en concreto:

MH=0) IV)=(2)=09)
(D) =(4) (V)=(1)=(6)
(I11) = (8) (V) =(5)=(7)

La demostracion que se ha hecho para demostrar la suficiencia de las ecuaciones de
compatibilidad sirve también para demostrar la suficiencia de las mismas porque el teorema

sobre el que se basa lleva una doble implicacién: B=V¢ < VxB=0. Luego no era
necesaria la demostracion de la necesariedad anterior.

3.8. OBTENCION DEL VECTOR DESPLAZAMIENTO A PARTIR DEL TENSOR
DE DEFORMACION

Considérese que se conoce el tensor de deformaciones compatible y que se quiere obtener
las componentes del desplazamiento. Las componentes del desplazamiento de un punto
infinitamente cercano, separado de éste un vector (dx, dy, dz), al punto (x;, Yo, Zp) son:

du du cu
,Y,2)= s Yo + —dx+—dv+—dz=
u(x, y, z) = u(Xy, Yo, Zo) y z

= u(Xy, Yo, Zo) + Exdx + (Sxy + hxy)dy + (&8s, T hy)dz

ov ov ov
v(X, ¥, 2) = V(Xo, Yo, Zg) + —dx+—dy+—dz=
(X, Y, 2) = V(Xo, Yo, Zo) ™ ayy p

= V(XO: Yo, 2'0) + (ny + hyx)dx + sy dY + (syz + hyz)dz

. ow ow ow
w(X,y, z) = W(Xg, Yo, Zo) + —dx +—dy +—dz=
(%, y, 2) = W(Xo, Yo, Zo) pw 2 Y+,
=W(x0, Yo, ZO)+(ED(+hn)dX+(Ezy+hzy)dy+Ezdz

Para hallar las componentes del desplazamiento de un punto cualquiera, de coordenadas (x,,
Y1, Z1), s0lo hay que integrar la expresion anterior:

P, P,

P,
rou rou du
S Y, Z) = s Yo, Zo) + | —dx+ | —dy+ |—dz=
u(xy, Y1, 21) = W(Xo, Yo» Zo) Pja X Pfa y !a z

P,

P, P,
= U0k, Y0, 20) + [EdxH [(Bay + By Jdy + [(8y + s )dz
P, P, P,
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Capitulo 4

LEY DE COMPORTAMIENTO

4.1. INTRODUCCION

En los dos capitulos precedentes se han relacionado las fuerzas con las tensiones, mediante
las ecuaciones de equilibrio, y los desplazamientos con las deformaciones, mediante las
ecuaciones de compatibilidad. En este capitulo se va a cerrar el problema elastico, tal y
como se vio en el tema de introduccion, relacionando las tensiones y las deformaciones,
mediante las ecuaciones de comportamiento, tal y como se ve en el esquema de la figura
4.1.

Fuerzas - Desplazamiento
Ecuaciones Ecuaciones de
de Equilibrio Compatibilidad
Tensiones ————— Deformaciones
Ecuaciones de
Comportamiento

Figura 4.1. Esquema del problema eldstico.

A diferencia de las ecuaciones de equilibrio y de las ecuaciones de compatibilidad que se
obtuvieron de forma analitica, las ecuaciones de comportamiento se obtendran de forma
experimental. Existen diversos ensayos para la obtencion de las leyes de comportamiento de
los materiales pero el mas representativo, debido a la sencillez de preparacién de la probeta
y de ejecucion del ensayo asi como a la repetitividad y fiabilidad de los mismos, es el
ensayo de traccion.
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4. 2. EL ENSAYO DE TRACCION

En este ensayo se somete a traccidn, o sea, a extension, una barra prismatica. La forma de la
probeta suele ser cilindrica con un didmetro menor por la parte central y mayor por los
extremos. La probeta se sujeta con unas mordazas por la parte de mayor didmetro. Un
esquema de una probeta se muestra en la figura 4.2.

L Mordazas
moviles

/— Extensometro

U

galgas
extensomeétricas

§ % Mordazas
fijas

Figura 4.2. Probeta del ensayo de traccion

El ensayo consiste en aplicar una fuerza F longitudinal a la barra a través de las mordazas.
La informacién que se precisa en este ensayo es la fuerza F y el alargamiento que sufre la
barra, AL. Para la medida de este alargamiento existen diversas alternativas. La mas sencilla
y que, ademas, no requiere instrumentacion adicional sobre la probeta es medir la distancia
entre mordazas. Al iniciar la aplicacién de la fuerza suele haber desplazamientos relativos
entre mordazas y probeta; a pesar de todo esta opcion produce luego un resultado bastante
representativo. No obstante, dado que la medida de separacion entre mordazas incluye las
zonas de mayor area, que no se desean medir, se pueden usar métodos de medida
alternativos sobre la parte central de la probeta. Uno de ellos es el extensémetro que es un
instrumento que se fija a dos puntos de la probeta y que mide la distancia entre ambos. Es
un elemento reutilizable a cuantos ensayos se deseen realizar. Otro procedimiento es el uso
de bandas extensométricas que se adhieren a la probeta en la direccién en que se quiera
medir el alargamiento unitario. En la figura 4.2 se han dibujado dos de estas bandas: una en
la direccién longitudinal y otra en la direccion transversal.

Habitualmente una mordaza permanece fija y se ejerce la fuerza sobre la otra mordaza que
se desplaza. Para controlar el ensayo hay maquinas que controlan la unidad de fuerza
aplicada y hay otras que controlan el desplazamiento entre mordazas, que es la forma de
control habitual. En cualquier caso la aplicacién de la fuerza se debe hacer lentamente para
evitar efectos dindmicos.
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Del propio ensayo de traccion se puede obtener un diagrama fuerza-alargamiento. La forma
de cada diagrama depende del material. En concreto para un acero dulce el diagrama que se
obtiene a partir del ensayo traccion es el de la figura 4.3.

>

25T
20T

10T

Al
40mm

Figura 4.3. Diagrama Fuerza-Alargamiento obtenido para un acero dulce del ensayo traccion.

La tension es fuerza por unidad de superficie: o, =5 La deformacion es alargamiento
0

por unidad de longitud: €, = % !
0

Al mismo tiempo que la barra se va alargando de su longitud inicial 1; a la longitud [, 1 > I,
se va reduciendo el area transversal de A; a A de forma que A < A,. Por tanto ni o ni g,
representan la tension ni la deformacidn real de la probeta. En la figura 4.4 se representa la
relacion entre o, - g, en trazo continuo y la relacion entre ¢ - &, la tension y la deformacion
real o instantdnea, en trazo discontinuo.

c

Figura 4.4. Diagrama Tension-Deformacion obtenido para un acero dulce del ensayo traccion.

Para describir el ensayo se recorrera la linea OABCDFGH explicando el comportamiento
del material aclarando algunos puntos de interés.
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eldstico

blando

pldstico
Figura 4.6. Octaedro de Ross.

En el octaedro de Ross se pone de manifiesto la independencia de cada pareja de
propiedades aunque, en la practica, suelen ir relacionadas.

La pareja elasticidad-plasticidad se refiere al modo de deformacion, siendo deformacién
elastica aquélla que desaparece en el proceso de descarga y deformacion plastica a la que
permanece después mismo.

Por tltimo la pareja duro-blando representa la resistencia del material a ser rallado. Un
material se ralla cuando alcanza una deformacién permanente debido a una gran tension
superficial, esa tension provoca una deformacién que llega a ser permanente cuando la
tension supera el limite elastico. Por eso se puede relacionar esta propiedad con el limite
elastico. Un material es tanto més duro cuanta mas resistencia opone a ser rallado.

En la figura 4.3 se ha representado el diagrama de comportamiento de un acero dulce pero
todos los materiales no se comportan igual. En ingenieria se utilizan diversos diagramas de
comportamiento idealizados, la mayoria de éstos se muestran en la figura 4.7.

a 0’] UV [+ 2%
* d — *e

€ T E T E

(a) (b) (c) (d)

a I/ c [ o L o [ :—
*e *e € €
(e) (f) (g) (h)

Figura 4.7. Diferentes comportamientos idealizados de sdlidos deformables: a) eldstico
lineal, b) rigido, c) eldstico no lineal, d) rigido pldstico ideal, ) rigido pldstico lineal, )
elastoplastico ideal, g) elastopldstico lineal, h) elastopldstico no lineal.

Si se observa la figura 4.3, el diagrama del acero dulce no sigue fielmente ninguna de las
leyes de comportamiento representadas en la figura 4.7. Dependiendo de las circunstancias
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se aproxima a una u otra ley de comportamiento: es bastante comun considerar que el acero
dulce tiene un comportamiento elastoplastico perfecto o elastoplastico no lineal. En
cualquier caso no hay que olvidar que en el apartado 1.9 de este libro, que hacia mencién a
las hipotesis de la elasticidad, se admitian las hipotesis de elasticidad y linealidad: esto
supone que se esta considerando un diagrama de comportamiento como el descrito en la
figura 4.6.a. o, lo que es lo mismo, se considera que se esta trabajando en el tramo OA del
diagrama de comportamiento del acero dulce, figura 4.4.

El valor de la tension que limita este tramo es el limite de proporcionalidad, op. En la
practica este limite de proporcionalidad, el limite elastico noval, y la tension de fluencia
poseen valores muy parecidos y dificiles de medir, y se toma como valor identificativo la
tension a que tiene que estar sometido un material para que su deformacion remanente sea
0.002:

N
Op~ 0T, =Of = Oppn2

La descripcion del ensayo de traccion tenia como objetivo encontrar una relacion entre las
tensiones y las deformaciones. Para lograr este objetivo se pueden medir dos propiedades a
partir del ensayo de traccion:

. Médulo de elasticidad longitudinal o modulo de Young (E): Es la pendiente de la recta
OA de la figura 4.4. Al ser una pendiente es la relacion que hay entre la tension y la
deformacion. El valor del mddulo de elasticidad longitudinal en los aceros es del orden
de 2.1:10° Kp/cmz. El modulo de Young da una idea de la rigidez del material; el
concepto de rigidez es bastante usado en resistencia de materiales y cuantifica la
oposicion del material a ser deformado ante unas solicitaciones determinadas. Cuanto
mayor sea E mayor es la deformacion para una tension dada, luego a mayor E mayor es
la rigidez de un material.

E=

- [4.1]
€

. Coeficiente de Poisson (v): Ademas de la deformacion longitudinal se produce una
contraccion del area; o sea una deformacién transversal negativa. El coeficiente de
Poisson es la relacion entre la contraccién transversal unitaria y el alargamiento
longitudinal unitario. Para el acero el valor de v se encuentra entre 0.25 y 0.33.

v= Jea] [4.2]
gL

Por tanto la deformacidn transversal es:

ET=-VEL = -V— (4.3]
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Figura 4.10. Cuadrado infinitesimal sometido a traccion-compresién: a) Tensiones, b) Deformaciones.

El tensor anterior, al estar representado en ejes principales, sélo tiene componentes
normales; a continuacion se va a obtener el tensor referido a otros ejes en los que sélo tiene

componentes tangenciales.

Si se giran los ejes 45°, el tensor bidimensional representado mediante la circunferencia de
Maéhr se debe girar el doble: 90°, como se observa en la figura 4.11.

T=0

90°
« Ulu='°f‘\\ a=c O,

@

T1=-0
v

Figura 4.11. Giro del tensor de traccion-compresion 45°, en la circunferencia de Mdhr, 90°.

El tensor bidimensional, una vez realizado el giro de 45°, queda:

SR NN »

Se va a representar el giro en el cuadrado elemental de la figura 4.10. El giro de las
tensiones queda reflejado en la figura 4.12.a. y el de las deformaciones en la figura 4.12.b.
Este giro del tensor de tensiones queda reflejado en la figura 4.12.a. Este tensor de
tensiones, a su vez, provoca unas deformaciones, para calcular estas deformaciones se va a
tener en cuenta la figura 4.12.b. Obsérvese el cambio de dangulo en el punto H en el proceso
de deformacién en el que H pasa a la posicion H'. El valor inicial del 4ngulo es n/2 y el
valor final n/2 + y. En el apartado 3.1. se defini6 la distorsién angular como el dngulo
deformado menos el dngulo sin deformar. Esta definicién hace pensar que el semidngulo en
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H deberia ser n/4 - y/2; pero éste es el semidngulo de I: hay que tener en cuenta que al
tratarse de un cuadrado hay dos dngulos que aumentan en la misma medida que los otros

dos disminuyen. La tangente del semiangulo en H es:

ol I 1290
(/4 sy /2=O0 o OLF I _ or'or _lvey gt [4.7]
ST o T oR - T OF _HI T, T o
E

OH OH

‘P Y1 r /4 +y/2
oy
Seaifhes, A S
= i
}: y :{c X1 3 JI b
::0 o1 i o/E(1+v) B\
YYYYYYYY \\’_L‘V
o F

(@) (b)
Figura 4.12. Tensiones: a) y Deformaciones: b) del tensor girado 45°.

En la expresion [4.7] se ha tenido en cuenta que se parte de un cuadrado: OI = OH y se ha
aplicado la ley de Hooke generalizada a las deformaciones &,, y €,,, que no hay que olvidar
que son deformaciones correspondientes a tensiones principales:

x1

€, = %(0'“ - v(cyl + o‘zl)) = —El—(c - v(—o- + 0)) = %(l + v)

g, = —é(c - v(o-yI +c‘,))= é(—cuv(c-#O)) = -%(I-i»v)

La tangente del dngulo en H también se puede desarrollar trigonométricamente:

tgn/4+tgy/2 l+y/2 [4.8]
I-tgn/4tgy/2 1-y/2 ’

tg(n/d4+v/2)=

En la expresion [4.8] se ha tenido en cuenta la hipétesis de pequefias deformaciones de la
teoria de la Elasticidad en virtud de la cual se puede aproximar la tangente de un angulo al

angulo mismo.

Si se igualan las expresiones [4.7] y [4.8] se obtiene:
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Teniendo en cuenta el valor de A, las expresiones que permiten obtener las tensiones en
funcion de las deformaciones son:

o, =2Ge, +Ae
o, =2Ge, +Ae

[4.17)
o, =2Ge, +Ae

Tyy =G*yxy; Ty =Gyﬂ; T = GY 5
Las ecuaciones anteriores reciben el nombre de ecuaciones de Lame.

Tanto en la ley de Hooke generalizada como en las ecuaciones de Lamé se puede observar
un desacoplamiento entre las tensiones normales y las deformaciones angulares asi como
entre las tensiones tangenciales y las deformaciones normales. Como consecuencia de este
desacoplamiento se puede afirmar que los ejes principales en tension coinciden con los ejes
principales en deformacion y viceversa. El razonamiento de esta premisa es muy simple: si
el tensor de tensiones viene expresado en ejes principales, las componentes tangenciales son
nulas, si las componentes tangenciales son nulas, por la ley de Hooke, son nulas también las
deformaciones angulares, luego el tensor de deformaciones también viene expresado en ejes
principales. Razonamiento analogo se puede hacer partiendo del tensor de deformaciones
pero haciendo uso de las ecuaciones de Lamé en lugar de la ley de Hooke.

Por otra parte de la ley de comportamiento, en su version de ley de Hooke o de ecuaciones
de Lamé, se pueden extraer dos importantes conclusiones para la elasticidad plana:

. Un estado plano de tensiones: o, = 0, 1,, = 0, 1, = 0 no implica estado plano de
deformaciones, asi de [4.12] se puede inferir que:

z

€, = —%(cx +0'y) [4.18]

- Un estado plano de deformaciones: ¢, = 0, y,, = 0, y,, = 0 no implica estado plano de
tensiones, asi de [4.17] se puede inferir que:

o, = Ae [4.19]

. Para que coincida un estado plano en tensiones y en deformaciones se deben anular
[4.18] y [4.19].

Si se anula [4.18]:
oy +o,=0

Si se anula [4.19):
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superficial dirigida hacia la pared y de valor igual a la presién del fluido, no habiendo
fuerzas sobre la pared del recipiente en la direccién tangencial, luego el vector tension tiene
como componentes:

o,=-P; 1=0 [4.22]

Figura 4.13. Recipiente sometido a presion hidrostdtica.

Condiciones de contorno en desplazamientos

Esta situacion se da en los casos en los que el desplazamiento en el contorno del sélido
viene impuesto. Lo mas usual es que el desplazamiento sea nulo, como la pared izquierda
del sélido de la figura 4.14, en donde los desplazamientos son:

u=0;v=0,w=0 [4.23]

ALLANNY

Figura 4.14. Solido con una cara empotrada.

Condiciones de contorno mixtas

Esta situacién se da cuando es posible aplicar una fuerza en una direccién y forzar el
movimiento en otra. Esto se ve reflejado en la figura 4.15. Las condiciones de contorno de
esta cara son:

u=0; t=0 [4.24]

Figura 4.15. Sélido con una cara en la que hay una condicion de contorno mixta.
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Las condiciones de contorno descritas son las mas frecuentes aunque también las puede
haber de otro tipo, como los apoyos elasticos en los que se conoce una relacion entre las
tensiones y los desplazamientos.

Si el problema elastico estd bien planteado: sus quince ecuaciones y las condiciones de
contorno, se puede asegurar que existe solucion y ademas que ésta es unica.

4.7. EL PROBLEMA TERMICO

Hasta ahora siempre que se habla de solicitaciones se hace referencia a fuerzas, bien sea de
tipo superficial, bien de tipo volumétrico. Sin embargo, existe otra importante solicitacion:
la térmica. Este tipo de solicitacion va asociado a un incremento o decremento de
temperatura. Es intuitivo pensar que un aumento de temperatura provoca en el sélido unas
dilataciones y si el cuerpo se dilata estd sometido a deformaciones. Ahora bien, cabria
pensar ;llevan estas deformaciones, mediante el uso de las ecuaciones de Lamé, asociadas
unas tensiones? Esto no siempre tiene que ser asi: si se somete a un sélido a un incremento
de temperatura y éste se puede dilatar libremente, se producen deformaciones pero no
tensiones. Por contra, las condiciones de apoyo del solido pueden impedir la dilatacién del
mismo generando unas tensiones en el solido. Asi la varilla de la figura 4.16 que,
inicialmente, media |, tras un aumento de temperatura se dilataria libremente hasta alcanzar
una longitud I:

1= IO + loaAT [4-25]

donde « es el coeficiente de dilatacion térmica.

ly
M —————————

1

Figura 4.16. Varilla sometida a un incremento de temperatura AT.

En general, a es un coeficiente que depende del material y es funcion de la temperatura,
aunque, para no complicar el problema se suele tomar el coeficiente de dilatacidn
correspondiente a temperatura ambiente. Luego, un aumento de temperatura supone un
incremento de longitud de lo,aAT. Este incremento de longitud se traduce en una
deformacion:
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Potencial interno del cambio de volumen: U,
Considerando el tensor de tensiones esférico definido en [2.23] y el tensor de deformaciones
esférico definido en [3.13] y aplicando la férmula [4.35] para la obtencién del potencial:

Jeli el
9 6

Teniendo en cuenta la relacion entre el primer invariante del tensor de tensiones y el primer

invariante del tensor de deformaciones, expresion [4.13], el valor del potencial interno

debido al cambio de volumen es:

1,3(1-2v)
U, =-! (GE ) [4.37]

Potencial interno del cambio de forma: Uy

Se puede obtener directamente a partir de los tensores desviador de tensiones y de
deformaciones, definidos en las expresiones [2.24] y [3.15], respectivamente; o bien se
puede obtener como la diferencia entre las expresiones [4.35] y [4.37] y teniendo en cuenta
la relacion tensién-deformacion [4.12], se obtiene:

0= flonmonf oo wlowe rgglen® +n i) tesm

4.9. PRINCIPIO DE SAINT-VENANT

Este principio lleva a consecuencias cualitativas importantes no sélo para la Elasticidad sino
también para la continuacién de la misma: la Resistencia de Materiales. Este principio se
puede enunciar asi:

A una determinada distancia de la zona de aplicacion de la carga, que debe ser superior a
la magnitud caracteristica de esta zona de aplicacion, las tensiones, deformaciones y
desplazamientos no dependen de la distribucion de cargas sino de la fuerza resultante y del
momento resultante, de esta distribucion de cargas.

Este principio es muy importante porque en muchos casos no se conoce la distribucién de
cargas exacta, pero si su resultante: se conoce el peso de un automdvil més facilmente que
la distribucién de fuerzas sobre los neumaticos. Ademas, en multiples ocasiones resulta mds
facil trabajar con un sistema de cargas estaticamente equivalente en lugar de trabajar con el
sistema de cargas real. Esto se pondra de manifiesto durante el desarrollo de la Resistencia
de Materiales.
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5.2. REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE TENSIONES PRINCIPALES

Considérese un tensor representado en ejes principales, en este caso el tensor es diagonal y
viene determinado por tres cantidades: las tensiones principales o}, o v oy, Se puede
construir un vector cuyas componentes fueran las tensiones principales y que, de alguna
manera, representaria al tensor de tensiones. Este vector no es tal, en el sentido de que no es
un elemento de un espacio vectorial, no se puede hacer una transformacion de sistemas de
coordenadas, pues si se efectia un cambio de sistema de ejes este vector dejaria de serlo
porque el tensor pasaria a tener seis componentes y ya no podria ser representada mediante
un vector. Por todo ello a este “vector” se le va a considerar como un “pseudovector” que se
va a representar en el espacio de las tensiones principales.

El pseudovector tension se puede descomponer en un pseudovector esférico y un
pseudovector desviador, de forma aniloga a como se hizo con el tensor original
representado en ejes principales.

[0]=[o]" +[o]"

O'H = I] /3 + 0'" "'Il/3

De las dos componentes anteriores la componente esférica se encuentra en la linea de
ecuacién oy = oy = oy, al ser iguales sus tres componentes y la parte desviadora se halla
situada en un plano perpendicular a la linea anterior, para probar esta ortogonalidad no hay
mas que realizar el producto escalar del vector unitario en la direccién de la recta, por

ejemplo el vector i = (L L —1—] y el pseudovector desviador:
V3 V3B '

- 1 I, 1
[6]* fi= (o, +0n+‘3m)7§"‘3§'ﬁ=0

La representacion del pseudovector tensién, descompuesto en sus componentes esférica y
desviadora, se muestra en la figura 5.1:

Figura 5.1. Representacion del tensor de tensiones en el espacio de tensiones principales.
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Hay veces que interesa conocer solo la componente desviadora del tensor de tensiones, para
ello se puede hacer una representacion plana del pseudovector de tensiones segin un plano
perpendicular a la recta o; = oy = oy, a esta representacion plana se le conoce como
representacion de Haig-Westergaard, figura 5.2.

Figura 5.2. Representacion de Haig-Westergaard

5.3. SUPERFICIES DE PLASTIFICACION Y DE ROTURA

En el apartado de introduccion se declard como el objetivo de este tema la obtencion de una
medida del tensor de tensiones, medida ésta que debe ser una funcién de las seis
componentes del tensor de tensiones, y que acotaremos con valores como el limite elastico
o el de rotura segun el criterio de fallo que pretendamos establecer.

Para tener una idea de cdmo debe ser esta “medida” se deben tener presentes dos factores:
. La microestructura
. La experiencia

La microestructura no influye sélo en la forma de fallo del material sino en todos los
aspectos del comportamiento del mismo. El objetivo de esta disciplina no es describir la
microestructura de un solido, para ello se puede acudir a cualquier texto de Ciencia de los
Materiales, o en otro aspecto de Quimica, pero si se va a hacer una ruda simplificacion de la
misma. El sé6lido se puede considerar formado por particulas, bien sea 4tomos, moléculas o
granos, tal y como se muestra en la figura 5.3.a, en la que se han representado las particulas
circulares, por simplicidad. Si este s6lido se somete a una fuerza y ésta es suficientemente
grande puede romper los enlaces de las particulas, estos enlaces pueden destruirse
definitivamente en lo que seria la rotura de la pieza, o bien generarse unos enlaces nuevos al
deslizar unas particulas sobre otras, este proceso constituiria la plastificacion del material.
Estos procesos de fallo vienen representados en las figuras 5.3.b. y 5.3.c. respectivamente.
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La expresion anterior puede ser reducida aiin mds si se consideran los ensayos de Bridman
que sometid a los s6lidos a una compresién tridimensional, y vio que, en esta situacion, toda
la deformacidn que tiene lugar es elastica. Esto demuestra que la plastificacion no depende
de la primera invariante del tensor de tensiones I, y , como esta invariante es la
caracteristica del tensor esférico, se puede inducir que ésta sélo depende de la parte
desviadora del tensor de tensiones.

h(L,’, L") = o, 5.5]

Esta conclusiéon comulga con lo que se ha visto anteriormente acerca de la microestructura a
partir de la cual se dedujo que la tensién tangencial es la que produce la plastificacidn, pues
el tensor esférico no tiene tension tangencial.

Sabiendo que el tensor esférico no influye en la plastificacién se puede deducir que la
funcién indicada en la expresion [5.3] viene representada en el espacio de tensiones
principales por una superficie prismatica cuyo eje es la recta oy = oy = oy y la base se
puede representar sola mediante la representacion de Haig-Westergaarg. A esta superficie se
le llama superficie de plastificacion y viene representada en la figura 5.6. Si el solido se
somete a un proceso de endurecimiento en frio, esto se traduce en un aumento del limite
eléstico, o lo que es lo mismo un aumento de la superficie de plastificacion.

Superficie de
Q Plastificacion

Superficie de
Rotura

Figura 5.6. Superficies de Plastificacion y Rotura.

Al igual que se puede deducir la plastificacién representando la superficie de plastificacion,
se podria deducir la rotura mediante la representacién de una superficie de rotura. Esta, a
diferencia de la superficie de plastificacion, si depende del tensor esférico, pero segin los
ensayos de Bridman un sélido sometido a presion hidrostatica es capaz de soportar grandes
presiones sin romperse, por otro lado la evidencia experimental pone de manifiesto que un
s6lido sometido a traccidn, sea cual sea su combinacion de tensiones, al aumentar su nivel
tensional llega a la rotura, por ello la superficie de rotura tiene la forma de un paraboloide
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Criterio de Rankine o de la tensién normal méxima

Segtin este criterio el mecanismo que produce el fallo es la tensién normal maxima y, por
tanto, éste se producird cuando ésta coincida con la tnica tensién de fallo que existe en el
ensayo de traccion. La tension normal méxima es la tension principal o; o bien la mas
pequefia en valor absoluto, | o'm| , para entender esto no hay mas que ver la representacion
del tensor de tensiones segtin los circulos de Méhr, figura 2.12. Comparar la tensién normal
méxima con la correspondiente del ensayo de traccidn supone igualar:

Max(cy, oy, [oyl) =0
Esto supone que la tensién equivalente es:
Oeq = Méx(oy, [oml) (5.8]

De la expresion anterior se ha eliminado oy ante la imposibilidad de que ésta sea la tension
normal maxima.

A continuacion se va a discutir la bondad de este criterio frente a la predicciéon de la
plastificacién o de la rotura. Para estudiar esto se va a analizar la forma de la superficie de
plastificacion que este criterio ofrece y se va a comparar también con los resultados
experimentales.

. En principio se va a estudiar la superficie. Para que éste criterio sea apropiado para
estudiar la plastificacion se debe ver si la superficie que, mediante él, se determina se
aproxima a la superficie de plastificacion de la figura 5.6, o sea si depende de la parte
desviadora del tensor de tensiones pero no de la parte esférica. Si se representa la
superficie de plastificacion seria un cubo de lado 2o, figura 5.8. Observe que si se
representa la superficie en el espacio de tensiones principales no se tiene en cuenta la
desigualdad o 2 oy 2 oy sino que se consideran todos los ejes iguales; ademas se ha
limitado de igual manera la traccion y la compresion al limite elastico. Esta superficie no
es un cilindro de eje la diagonal principal, mas bien se parece, por la parte de traccion, a
la superficie de rotura, aunque si se representara ésta el cubo seria mas pequefio en la
parte de traccién al tenerse que comparar las tensiones principales con la tension de
rotura y se tienen dos tensiones de rotura: una para la traccién, ogy, y otra para la
compresion, ogc, cumpliéndose siempre que Gyc 2 Ogy.

. En cuanto a la verificacién experimental se va a comparar la tensién tangencial de
plastificacion en cortadura pura con la tension tangencial de Lode. En cortadura pura,
con una tension tangencial de T, las tensiones principales son: o; = 1, oy = 0, oy = -1,
luego la tension equivalente seglin Rankine seria:

Oeq=T1
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La plastificacién se produce cuando la tension equivalente alcanza el limite elastico,
luego la tension tangencial de plastificacién que predice este criterio es:

T =0,

Esta tension es muy superior a la que obtuvo Lode, t = 0.560,, esto implica que si se
tuviera una tension tangencial superior a la de Lode pero inferior al limite elastico segin
Rankine, este criterio predice que todavia no ha habido plastificacién cuando en la
realidad si que ha habido. Esto es peligroso.

Cm
. + oy
20, .
e
s,
)
—

Figura 5.8. Superficie de plastificacion de Rankine en el espacio de tensiones principales.

Resumiendo: El criterio de Rankine no es apropiado para preuecir la plastificacion, pero si
para la prediccion de la rotura.

Criterio de Saint-Venant o de la deformacién normal maxima

Segiin este criterio el mecanismo que produce el fallo es la deformacion normal maxima vy,
por tanto, éste se producird cuando ésta coincida con la deformacion normal maxima que,
en el momento del fallo se da en el ensayo de traccién. Esta deformacion maxima es la que
se da en la direccion del eje de la barra pues las deformaciones transversales toman el
mismo valor que la axial multiplicado por el coeficiente de Poisson que como ya se ha
demostrado es un nimero menor que 0.5. Para obtener la tensién equivalente habra que
igualar la deformacion méaxima del problema tridimensional, o sea la mayor deformacién
principal a la maxima del ensayo de traccion.

—Ei—:[o, - V(o +oy )]
Max E[o,, ~v(oy +oy)] = %

1
-Elcm -v(oy +cu)i
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La tension equivalente de Saint-Venant queda:

(o) "(‘511 +°m)
e~y %n _V(Ul +°m) [5.9]

|°'m - "(c’n +0yq )|

O

Para ver la bondad de aplicacion del criterio:

. La superficie de plastificacion representa un romboedro por lo que no se asemeja a la
superficie de plastificacion de la figura 5.6, mas bien se asemeja a la superficie de rotura.

. Encuanto a la tension equivalente en cortadura pura, oy = 1, oy = 0, oy = -7, se tiene:
Oeq = (1+V)t

La plastificacién se producird cuando la tension equivalente anterior se iguale al limite
elastico. En el caso de que el coeficiente de Poisson sea el del acero v = 0.3, la tension
tangencial de plastificacion:

T = Se - 0.77c,
1.3

Esta tension es superior a la que obtuvo Lode, T = 0.560,, aunque no tanto como la que se
obtuvo mediante el criterio de Rankine, luego este criterio no resulta apropiado para
estudiar la plastificacion, pero es mejor que el de Rankine. Sin embargo si resulta apropiado
para predecir la rotura.

Criterio de Trescka o de la tension tangencial maxima

Para este criterio el mecanismo que produce el fallo es la tension tangencial maxima y éste
se producira cuando ésta coincida con la tensidn tangencial maxima que, en el momento del
fallo se da en el ensayo de traccion. Para obtener la tension equivalente habra que igualar la
tensioén tangencial méaxima del problema tridimensional a la maxima del ensayo de traccion.

O~ O
2
Max S —Sm - S
2 2
O;—=C%m
2

La tensién equivalente de Trescka queda:
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O =0y
O'eq = Méx 0'“ _0-[[[ [5-10]
O =0

De los tres posible valores de la tensién equivalente es evidente que el mayor es (o] - oyy);
pero esto no se tiene en cuenta a la hora de representar la superficie de plastificacion. A
continuacion se va a ver precisamente si este criterio es apropiado para predecir la
plastificacion.

La superficie de plastificacion representa un prisma hexagonal de eje la recta de ecuacién
o] = oy = Oy, tal y como se muestra en la figura 5.9, por lo que se asemeja a la superficie
de plastificacion de la figura 5.6.

Por lo que se refiere a la tension equivalente en cortadura pura, o, = 1, oy = 0, oy; = -1, se
tiene:
Ceq = 2T

La plastificaciéon se producird cuando la tensién equivalente anterior se iguale al limite
elastico:

=S¢ =0.5c,
2

Esta tension tangencial es menor que la que da Lode, luego este criterio parece adecuado
para la predecir de la plastificacién, al dar un valor mas pequefio que el experimental se
encuentra del lado de la seguridad. El concepto de seguridad se describira en el apartado
5.6.

Cilindro de
Von-Mises

III

Prisma de Trescka

II

Figura 5.9. Superficies de plastificacion de Trescka y de Von-Mises.
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Criterio de Von-Mises, Hencky o Nadai o de la energia de forma

Aunque se trata, en realidad de tres criterios se engloban bajo el mismo epigrafe porque
llegan a la misma tensién equivalente. A continuacion se va a ver como cada uno de ellos
llega a la tension equivalente.

. Hencky considera que el mecanismo que produce el fallo es la energia de forma, con lo
que para obtener la tension equivalente debe igualar ésta a la del ensayo de traccion.

1+v 1+v)o?
6E (0[ ‘011)2 "“(0'[1 —Gtu)z +(°1 '(’m)z] = '(""3'?)“—
La tension equivalente es, por lo tanto:
1
ch =JE[(U, _0“)2 +(0'u _Um)z +(O'| _Unl)z] [5.12]

. Nadai considera que el fallo lo provoca la tensién tangencial octaédrica, expresion
[2.22], para obtener la tensién equivalente habrd que igualar ésta a la del ensayo de
traccion:

1 2
;[(cl ~ou)’ +(or-ou) +(on “Gm)l] - gcz

Con lo que se obtiene la misma tension equivalente que segin Hencky.

. Von-Mises no intenté buscar ningin mecanismo de fallo sino, simplemente, tomé el
prisma de Trescka e intentd encontrar el cilindro circunscrito. Esto permite simplificar
los calculos en el sentido de que la expresion que define la superficie de plastificacion es
unica. La ecuacion de este cilindro es la misma si se iguala la tensién equivalente
definida mediante [5.12] al limite elastico.

Para estudiar la aplicabilidad de este criterio:

La superficie de plastificacion representa un cilindro de eje la recta de ecuacion o, = o =
Oy, Y que circunscribe el prisma hexagonal de Trescka, tal y como se muestra en la
figura 5.9, por lo que, al igual que el criterio de Treskca se asemeja a la superficie de
plastificacion de la figura 5.6. Al estar el cilindro de Von-Mises circunscrito al prisma de
Treskca si se aumenta un estado de carga cualquiera se alcanza antes el prisma: el
criterio de Trescka es mas conservador al indicar antes la plastificacion.

. Por lo que se refiere a la tension equivalente en cortadura pura, o, =1, o;; = 0, oy = -1, se
tiene:
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Estado Tridimensional: oy, oy, oy Estado Mono-
dimensional, o
Rankine:
Tensién Principal Mix(oy, oy, o) o
Mé-xima
1
E[Ul -v(oy + O'm)]
Saint-Venant: 1 p
Deformaci6n Princi- Max E[G n = V(o +oy, )] E
pal Méaxima 1
E|°m - "("u + Uu)|
Trescka: ol e il
Tension Tangencial 2 2
Méxima
Beltrami: 1 2
Energia de Deforma- E(U? +0j; + 0}y —2VO Oy + Oy Oy + U[Um) ;—E
cion
Von-Mises: l+v 2 ' 2 2 l+v 5
Energia de Forma. 6E (o1 =ou)” +(on=om)" +(o1 - om) ] 3E

Tabla 5.1. Criterios de Fallo.

5.6. TEORIA DE LOS ESTADOS LIMITES DE MOHR

Esta teoria tiene como finalidad encontrar una tensién equivalente, en esto es igual a los
criterios que se definieron en el apartado anterior. Se define, sin embargo, en virtud a una
base experimental: se ensayan todas las posibles combinaciones de carga hasta que se llega
al fallo y se dibuja una envolvente de todos los estados de fallo, es evidente que si un estado
de cargas cualquiera corta a esta envolvente es que se ha producido el fallo, que puede ser
plastificacién o rotura. Méhr, en vez de trabajar con el espacio de las tensiones principales,
trabaja en el plano, con coordenadas intrinsecas, y con circulos de Mdhr.

Para hallar la envolvente se trazaran las circunferencias de Mohr correspondientes a un
estado de carga cualquiera y se irdn aumentando las cargas hasta que se origine el fallo. La
curva envolvente serd aquélla que “envuelve” las circunferencias de Méhr que representan
el estado tensional en el instante de producirse el fallo, figura 5.10. Sélo se trazara la
circunferencia C,, correspondiente a los planos paralelos al eje principal 1, porque se trata
de hallar la curva envolvente de fallo y la circunferencia C,, en componentes intrinsecas, es
el limite que envuelve los extremos de todos los vectores tension posibles.
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Envanlvente

NIV

Figura 5.10. Envolvente de fallo de la teoria de Méhr.

Cada material presenta una envolvente. Resulta evidente que si se conoce la envolvente real
de cada material, ante un estado tensional cualquiera, se producira el fallo cuando el circulo
de Méhr de ese estado tensional corte a la envolvente. Pero este método presenta una gran
dificultad: es dificil reproducir exactamente cualquier estado de cargas, por ello se realiza
una simplificacion de este método consistente en realizar sélo dos ensayos, que son los mas
faciles de reproducir: el ensayo de traccion y el de compresion. Se llega hasta el fallo y se
representan los circulos. En el ensayo de traccion las tensiones principales seran: o; = o, oy
=0, oy = 0; y en el ensayo de compresion serdn: o; = 0, oy, = 0, o)y = -6.. Donde o, y o,
son las tensiones de fallo del ensayo de traccion y de compresién, respectivamente. En
ambos casos los tres circulos degeneraran a uno sélo, y la envolvente de ambos son dos
lineas rectas, figura 5.11.

O, T, On

Figura 5.11. Simplificacion de la envolvente de fallo.

Con esta simplificacion para establecer la tension equivalente de Méhr, se va a encontrar
una combinacion de las tensiones principales que se va a comparar con o, Para ello se
considerara un estado genérico al que se le incrementaran las tensiones hasta que el circulo
que lo representa definido por por o y oy sea tangente, en el punto de tangencia C, a la
envolvente de Mdhr, figura 5.12. Se aplicara equivalencia de triangulos entre los triangulos
ECD y EAB.
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B D G, O ©O,-%m_ 0
A D (4]
EB ED O 0% O 0i*0u o,

2 2 2

o ., .
Llamando k = —, queda que la tension equivalente es:
g

c

o
Ogq =01 ——-0y =0 —koy (5.13]
UC
L
B
A
nf
o, | Cn ,
Om o o

o,
2

Figura 5.12. Obtencion de la tension equivalente segiin Méhr.
Queda por ver la eficacia de este método.

. Para predecir la plastificacion: En materiales ductiles se produce antes el fallo por
plastificacion. El limite elastico es igual para traccién que para compresion, luegok =~ 1y
este método coincide con el de Trescka, cuya conveniencia ya ha sido discutida.

. Para predecir la rotura: En los materiales fragiles el fallo se produce por rotura y la
tension de rotura en traccion no coincide con la tension de rotura en compresion. Este
método resulta bueno, de hecho este método se utiliza, sobre todo, para materiales
fragiles.

Por lo que se ha dicho antes puede parecer que este criterio es la panacea de los criterios de
fallo, que no hace necesario ninguno de los demas. Esto no es cierto al hacer una
simplificacién a la envolvente real. Es incapaz de predecir, por ejemplo, la rotura fragil de
materiales ductiles.
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Capitulo 6

RESISTENCIA DE MATERIALES.
CONCEPTOS BASICOS

6.1. INTRODUCCION

La Teorfa de la Elasticidad ha permitido establecer un modelo matematico del
comportamiento de un medio deformable elastico sometido a una serie de solicitaciones
externas. Este modelo ha hecho posible establecer una relacion entre las magnitudes fisicas
reales: fuerzas y desplazamientos, mediante variables introducidas para caracterizar el
comportamiento interno de un s6lido: tensiones y deformaciones.

Estas cuatro magnitudes: fuerzas (F), desplazamientos (u), tensiones (o) y deformaciones

(e) se relacionan a través de una serie de ecuaciones como se muestra de una forma
simbdlica en la figura 6.1.

Ecs. de equilibrio Ecs. de compatibilidad

o —— &

Ecs. de comportamiento
Figura 6.1. Esquema del problema eldstico

Las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento, generan un problema
matemdtico, una serie de ecuaciones diferenciales, de dificil resolucién. Asi, la integracion
de este problema es, en la mayoria de los casos, impracticable y hay que recurrir a métodos
experimentales, extensometria y fotoelasticidad, y a métodos numéricos.

Sin embargo, en una gran cantidad de casos practicos, los sélidos objetos de estudio no
presentan una arbitrariedad geométrica. Este es el caso de la barra prismatica, figura 6.2.a,
en la que una magnitud es mucho mayor que las otras dos, la placa, figura 6.2.b. en la que
una magnitud es mucho menor que las otras dos, que se encuentran en un plano, y la ldmina
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Figura 6.8. Division imaginaria de la barra prismdtica en dos semisolidos: A y B. Resultante y
momento resultante de las tensiones que actian en la mismal en el centro de gravedad de la seccion.

Las componentes de la fuerza y del momento resultante en la seccién transversal,
representados en 6.8 son los esfuerzos, figura 6.9.

Figura 6.9. Componentes de la resultante (a) y del momento resultante (b) de las tensiones en
el centro de gravedad de la seccién transversal: esfuerzos.

En la figura 6.9 se han representado todos los esfuerzos de la barra prismatica, que son:

Componentes de la fuerza resultante.
N, : Esfuerzo axil.
V,, V, : Esfuerzos Cortantes.

Componentes del momento resultante.
M,: Momento torsor.

M,, M,: Momentos flectores.

La equivalencia entre esfuerzos, variables monodimensionales, y tensiones, variables
tridimensionales, son:

N= jodi [6.1]
A
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Lo mas usual en tracciéon o compresion de barras es la accion de fuerzas aplicadas en sus
extremos; aunque también pueden aparecer fuerzas axiales distribuidas, e incluso fuerzas
puntuales en la direccion del eje aplicadas en el interior de la barra. En la figura 7.1 se
indican dos casos de traccion de barras producidas por fuerzas que actian sobre los
extremos.

VG

B e

A

P )

Figura 7.1. Algunas barras a traccion.
La compresion se diferencia de la traccion en el signo del axil N:
N>0 Traccién
N <0 Compresion

Ademas de esta diferencia matematica existe una diferencia en el comportamiento de los
elementos sometidos a esfuerzo axil: la traccion hay que tenerla especialmente en cuenta
cuando se estudia el proceso de rotura de los materiales fragiles: hormigon, vidrio,
materiales ceramicos ... y la compresién en piezas de gran longitud debido a los fenémenos
de inestabilidad que, en estas piezas, se pueden producir y que se veran, con detalle, al final
de estos apuntes.

7.2. TRACCION Y COMPRESION. TENSIONES Y ALARGAMIENTOS

En el capitulo 6 de este libro, figura 6.6, se mencion6 que todas las magnitudes
tridimensionales de la Teoria de la Elasticidad, se simplifican en Resistencia de Materiales y
se transforman, mediante integraciéon, en magnitudes monodimensionales. Aunque se
trabaje con magnitudes monodimensionales es necesario conocer el valor de las tensiones a
partir de los esfuerzos, pues el objetivo de la Resistencia de Materiales es, precisamente, la
determinaciéon de las tensiones, junto con los desplazamientos, y asegurar que no
sobrepasen determinado valor que lleve a la pieza a la plastificacion o, directamente, a la
rotura. En el caso presente, traccién o compresion el tnico esfuerzo es el esfuerzo axil, N.
Hay que obtener el tensor de tensiones que, a la vista de las expresiones [7.1], parece
razonable suponer que sélo tenga la componente o, distinta de cero. Para determinar estas
tensiones o, hay que admitir el principio de Saint-Venant que se estudi6 en teoria de la
Elasticidad. Este principio establecia que la distribucién de deformaciones, y por tanto la de
tensiones, en un sélido a una distancia grande de la zona de aplicacién de la carga con
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relacion a la longitud caracteristica de esta zona es independiente de la distribucién de carga
para una resultante y un momento resultante dados. Una distribucién de o, uniforme en toda
la seccion produce una resultante que sélo tiene componente segtn el eje OX y el momento
resultante es nulo, que es, precisamente, la definicion de un estado de traccién y
compresion. Esta hipotesis sera valida en todas las secciones a una distancia considerable
del punto de aplicacion de la carga. Asi, en las barras de la figura 7.1 seran validas en todas
aquéllas situadas entre las lineas quebradas.

Se puede aplicar el principio de Saint-Venant en las barras de la figura 7.1. considerando la
equivalencia entre la fuerza puntual P y una distribucion constante de tensiones, o,, en la
seccion transversal de forma que P = o -A. Si las tensiones son constantes también lo van a
ser las deformaciones y si éstas son constantes, todos los puntos de la secion se acortan o se
alargan lo mismo, luego como consecuencia directa del principio de Saint-Venant se
impone la Hipotesis de Bernouilli, que establece que las secciones planas permanecen
planas y paralelas después de la deformacion.

Figura 7.2. Hipétesis de Bernouilli en traccion.

Partiendo de la hipotesis de Bernouilli se puede decir que los puntos A y B de la figura 7.2
pasan a ser los A’ y B’ después de la deformacién, como consecuencia de esto, las
deformaciones son constantes para todos los puntos de la seccidn, y por tanto también lo
seran las tensiones.

Al, Al
Sily,=lgyAl,=Alg=>—"A-"8

| | =e, =¢, =Ee, =Ee, =0, =0
A B

X

Luego bien sea directamente a partir del principio de Saint-Venant, bien sea a partir de la
hipétesis de Bernouilli se llega a que las tensiones en la seccién transversal son constantes.
A continuacion se obtendran las tensiones a partir de la expresion del esfuerzo axil:

N= Ic,dA (7.2]
A

Como o, es uniforme en todo el area, puede salir fuera de la integral:
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N= Io‘,(dA=ch‘dA=o'xA=>ox =%
A A

Se ha encontrado el valor de la tensién en el caso de traccién o compresion a partir del
esfuerzo axil:

[7.3]

Q
B ||
>|z

Para obtener la deformacién se aplicara la ley de Hooke. Esta, al igual que la tensién, al ser
constante en toda la seccion s6lo dependera de la coordenada x.

N
=— 7.4
f =2 [7.4)

El desplazamiento monodimensional coincide con el alargamiento, en traccién, o
acortamiento, en compresiéon. En la figura 7.3 se representa la deformacién, tensién,
esfuerzo axil y alargamiento.

- L,
I ———> N=P
I | o
[ ) £,

Figura 7.3. Esfuerzo axil (N), tension (o), deformacion (&) y
alargamiento (Ax) de una barra sometida a una traccién constante.

Si se observa la figura 7.3 sobre la curva que representa el axil se ha colocado un simbolo
que representa una longitud diferencial de barra y a las fuerzas internas a que se halla ésta
sometida, asi cualquier trozo de la barra de la figura 7.3 se halla sometida a unas fuerzas
que lo “estiran” tal y como indica el simbolo. Si la barra estdi comprimida las flechas
tendran sentido contrario:

«———-> Traccion

—S>ce Compresioén

Para una coordenada x el alargamiento de la barra de la figura 7.3 se calcula como:






122 PEDRAZA, C. y MARTIN, C.

W /// /174

q IN

I v

P
Figura 7.4. Barra sometida a una Figura 7.5. Rebanada de la barra
fuerza en el extremo P y a su representada en la figura 7.4.

propio peso con una fuerza
distribuida equivalente de q .
Las variables del problema son:
TF, =0 N-P-qx=0 = N=P+qx
Las tensiones son:

P+qx

N=P+gx=[o,dA=0c,A=>0, =

Las deformaciones:

e =9x _ P+qx
* E EA
Los alargamientos:
2
X
Al = u(x)-u(0 ) Px+q—-
a*=f.lP_=—P+qx:> (x)-u(0) Al =u(x) = IP+qxdx= 2
dx EA u(0)=0 oo EA EA

La representacion grifica de las magnitudes anteriores se muestran en la figura 7.6.

P+L (P+qL)/A

2
r-L.q.q_I.‘.....
A 2A
o AL

P/A (P+qL/2)L/EA

Figura 7.6. Esfuerzo axil (N), tension (o) y alargamiento (4x) de una
barra sometida a una fuerza en el extremo y a su propio peso.
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Como se observa en la grafica anterior hay una variacién de tensiones a lo largo de la barra
P P qL . .
desde x hasta XJ'% Para que esta barra no falle, plastifique o rompa, la tension

méxima debe ser, como mucho, igual que la tension de trabajo.

LA Y, [7.8]
A A

De la expresion anterior se deduce el area minima necesaria para soportar las cargas:

_P+qL
o

A [7.9]

Ahora bien si se iguala la tensién mayor a la tensidn de trabajo se estd desaprovechando
material, en la zona donde se producen tensiones menores. La forma 6ptima de la barra seria
tal que en todas las secciones se tenga una tension igual a la tension de trabajo. Obviamente,
el 4rea serd maxima en la seccion de esfuerzo axil maximo. La forma de la barra sera,
esquematicamente, la que se indica en la figura 7.7.

Figura 7.7. Barra ideal sometida a su propio peso.

Considérese el estado tensional de una rebanada de la barra, area rallada de la figura 7.7,
dibujada con mas detalle en la figura 7.8.

A +dA, o,
I w—
A, o,

Figura 7.8. Rebanada de la barra representada en 7.7.

Aplicando equilibrio de fuerzas en la direccion del eje OX:

Y F,=0> o,(A+dA)-0,A-qdx=0 = %’gidx ~

o,

A X
= d_A= idx = Ln_A_zﬁ —3
LA Jo A, o,
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g_)i
A=Age™ [7.10]

La expresiéon que define el area a lo largo de la barra es una exponencial cuya
representacion grafica es bastante similar a la representada. Una barra como la representada
recibe el nombre de sélido de igual resistencia, al poseer todas sus secciones la misma
resistencia.

7.4. PROBLEMAS ESTATICAMENTE INDETERMINADOS O HIPERESTATICOS

Los problemas en estética, o sea que describen sélidos en equilibrio, son de dos tipos:

Estiticamente determinados: la sola aplicacién de las ecuaciones de equilibrio permiten
obtener todas las reacciones y los esfuerzos del problema.

Estiticamente indeterminados: para obtener las reacciones y esfuerzos del problema es
necesario aplicar, ademas de las ecuaciones de equilibrio, las ecuaciones de compatibilidad
y comportamiento.

En el ejemplo siguiente se va a ver como una barra estiticamente determinada, figura 7.9,
afiadiéndole una coaccién mas pasa a ser una barra hiperestatica.

y
s i

L

r'y A\‘b‘
™
3
(=

A by £

Figura 7.9 Barra estdticamente determinada sometida a traccion

Para obtener las reacciones se sustituye el apoyo por las reacciones vinculares
correspondientes y se aplica las ecuaciones de equilibrio, figura 7.10.

P
Y, t
1XA Yy
—

Figura 7.10. Barra de la figura 7.9 en la que se han sustituido los
apoyos por las reacciones equivalentes.

Las reacciones verticales son nulas; como se puede obtener del equilibrio de fuerzas
verticales y del equilibrio de momentos; la tinica reaccion distinta de cero es la reaccién
horizontal X, que se obtiene de la aplicacién de equilibrio a las fuerzas horizontales.
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Y E=0=>X,+P=0=X, =-P
D F=02Y,+Y,=0

=Y, =0;Y, =0
> M, =0=>Y,L=0

Para obtener el diagrama de axiles hay que aplicar equilibrio a un trozo de barra a ambos
lados de la fuerza puntual:

P A N

-

e
>
-
Z

»

0<x<a a<x<L
ZF, =0=>N-P=0=N=P LF,=0=>N+P-P=0=>N=0

Luego el diagrama de axiles queda de la forma mostrada en la figura 7.11:

A B
P | —c— [P

Figura 7.11 Diagrama de axiles de la barra de la figura 7.9

La barra anterior es una barra isostatica, se ha resuelto exclusivamente mediante la
aplicacion de las ecuaciones de equilibrio; pero si se afiade una nueva coaccidn, en este caso
se va a impedir el desplazamiento horizontal del punto B, se transforma en hiperestatica,
figura 7.12.

T an >
-]
o

]
L
L] »

Figura 7.12 Barra hiperestdtica sometida a esfuerzo axil.

Para obtener las reacciones hay que sustituir los apoyos por las reacciones vinculares y
aplicar las ecuaciones de equilibrio, figura 7.13.

X
Y| Xa Yo | Xa
. b e

Figura 7.13. Barra de la figura 7.12 en la que se han sustituido los
apoyos por las reacciones equivalentes.

TE =0=X,+X,+P=0=X, +X,=-P
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Capitulo 8

FLEXION. TENSIONES

8.1. INTRODUCCION. DIAGRAMAS DE VIGAS ISOSTATICAS

Se entiende por flexion el estado tensional a que se halla sometida la barra prismatica
cuando en las secciones transversales aparecen momentos flectores. Si el momento flector
en la seccion es el Unico esfuerzo existente la flexion se denomina pura. En la mayoria de
los casos en las secciones transversales de las barras, ademas de los momentos flectores
aparecen, simultdneamente, esfuerzos cortantes. En este caso la flexion es simple. La Barra
que trabaja principalmente a flexién se denomina viga.

Para empezar a trabajar con problemas de barras a flexion hay que saber determinar la
representacion grafica de esfuerzos cortantes y momentos flectores a lo largo de la barra.
Esta representacion grafica, al igual que sucedia con los axiles, es conocida como diagrama.
También, como ocurria en los problemas de traccidn y compresion, hay estructuras en las
que es posible determinar los esfuerzos aplicando, sélo, las ecuaciones de equilibrio, estas
estructuras son las estructuras isostdticas y existen otras estructuras en las que, para
determinar los esfuerzos, ademés de las ecuaciones de equilibrio, hay que acudir a las
ecuaciones de compatibilidad y comportamiento, las estructuras hiperestaticas. Se va a
empezar a estudiar las estructuras isostaticas, mas concretamente, las vigas isostaticas.

Los casos mas comunes de vigas isostaticas corresponden a vigas biapoyadas, situadas entre

un apoyos simple y otro deslizante, y vigas en voladizo, con un empotramiento en un
extremo y libre en el otro extremo, figura 8.1.

& 4 /

(a) (®)

~

Figura 8.1. Barras isostdticas: a) barra biapoyada, b) voladizo.
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En la barra biapoyada de la figura 8.1.a se ha puesto un apoyo fijo y otro mévil para que el
numero de reacciones sea tres, igual al nimero de ecuaciones de equilibrio del problema
plano. Este requisito no es imprescindible: en flexion el hecho de que los dos apoyos sean
fijos no altera el problema, lo Unico que cambiaria seria el problema de traccion y
compresion.

En este tema se tratardn exclusivamente problemas planos: la viga se movera en el plano
OXY, s6lo tendra sentido las fuerzas en las direcciones de los ejes contenidos en el plano:
OX y OY y los momentos segun un eje perpendicular al plano de trabajo, OZ, por tanto los
esfuerzos a que estaré la barra sometida serdn N, V, y M,. En este capitulo, que trata de la
flexion sélo aparecerdn V, y M,, que, por simplicidad, se representarén sin el subindice: V' y
M.

El proceso de obtencién de los diagramas de cortantes, V, y de flectores, M, es similar al
que se sigui6 en traccién y compresion para la obtencién de esfuerzos axiles:

1) Sustituir los apoyos por reacciones vinculares.

2) Obtener las reacciones vinculares mediante la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio
a todo el conjunto.

3) Obtencién de los esfuerzos cortantes y momentos flectores en cada seccion de la barra,
dividiendo la viga en dos partes y sustituyendo una de las partes por su efecto
correspondiente, que son precisamente los esfuerzos. Estos se determinan aplicando
equilibrio a la parte de viga que se esté considerando. En este caso se pueden analizar las
condiciones de equilibrio de la parte derecha o de la parte izquierda de la barra, siempre
teniendo presente que los esfuerzos en ambas partes seran iguales y de sentido contrario.
Para poner los signos como se definieron en el capitulo 6 se debe hacer notar que en este
capitulo se analizaba la parte izquierda de la barra.

Barra biapoyada con carga puntual, figura 8.2.

| x

yh

-~
r

. S

Figura 8.2. Barra biapoyada sometida a carga puntual.

Para obtener los diagramas de esfuerzos se va a proceder como se ha indicado
anteriormente:
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1) Las reacciones son:

Figura 8.3. Barra biapoyada de la figura 8.2 en la que se ha
sustituido sus apoyos por reacciones vinculares.

2) Las ecuaciones de equilibrio externo son:
TE=0=>X,=0
EFy=0:>YA+YB_P=O Y, =T; Y, =—
M, =0=Y,L-Pa=0

3) Para obtener los cortantes y flectores en cada seccidn se escoge una seccion genérica. En
este caso, en particular, se escogerd una seccién a un lado de la fuerza puntual, seccion
AA’, y otra al otro lado, seccion BB’. Lo mas comodo es tomar momentos en el punto
genérico en el que se estan obteniendo los esfuerzos al no producir momento el esfuerzo
cortante en ese punto.

Seccion AA’: Se analizara la parte izquierda de la barra.

v Pb
> F, =0=>—-V=0 - Ph

A
ﬂf::‘)m V=—, M=—x
L X ZM=0:>M—£§X=0 . .

Seccién BB’: Primero se analizara la parte izquierda.

Ly,

ZF_Osz—P V=0 Pa -
Pb V=.—T;M—Tx P(x-a)
ZMA=O:>M—-I—:X+P(x-a)=O
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v~ + N Momento positivo, deformada convexa.

N— Momento negativo, deformada concava.

Fijese que si en la viga anterior se hubiera puesto el sentido de la coordenada longitudinal al
contrario, de derecha a izquierda el sentido de las curvaturas y, por tanto, de los momentos
cambia: el sentido del momento flector va asociado al sistema de ejes elegido.

Una vez aclarados los aspectos de la representacion grafica de los esfuerzos, se
representaran los cortantes y flectores correspondientes en la figura 8.5.

BL My
it "T
Eh—x CEE ——a-x+Pa
L L

Figura 8.5. Esfuerzos cortantes y momentos flectores en la barra
biapoyada de la figura 8.2.

Barra biapoyada sometida a una distribucion de cargas constante, figura 8.6.

q
pd i bbby

L

it »
+ >

Figura 8.6. Barra biapoyada sometida a carga distribuida.

La viga anterior estd sometida a unas cargas distribuidas constantes. Las cargas distribuidas,
para la totalidad de la viga, equivalen a una carga concentrada que actie en el centro de
gravedad de la distribucion de cargas. Al ser la carga por unidad de longitud constante en
toda la viga el centro de gravedad se halla situado en el centro de la viga.

Para hallar los diagramas de cortantes y flectores se procedera como sigue:

Se sustituye las fuerzas distribuidas por una fuerza concentrada equivalente situada en el
centro de gravedad de la distribucion de cargas. Si hay varios grupos de fuerzas distribuidas
se hara tantas veces como sea necesario. Este paso se puede eliminar pasando a ser primer
paso el siguiente.
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F,=0=> -qx-V=0
c f 1)M x5 vtk g Motk 9
qT 't X ZMX=0:>M—qTLx+qx =0 2 2

La representacion grafica del esfuerzo cortante y del momento flector se pone de manifiesto
en la figura 8.9.

“—Hﬂ]i

b W i

Figura 8.9. Diagramas de esfuerzos en la barra de la figura 8.6.

Dado cualquier estado de cargas es posible obtener los esfuerzos cortantes y los momentos
flectores que provocan.

A continuacion se va a ver que existe una relacion directa entre las expresiones que definen
la fuerza, el esfuerzo cortante y el momento flector. Considérese una viga cualquiera
sometida a una distribucion de cargas que, en principio, se considerard dependiente de la
coordenada x, q(x), como la que se representa en la figura 8.10. Aunque se ha representado
una viga biapoyada el resultado es extensible a cualquier tipo de apoyo.

dx
d

i bt
| X /_/
iy R

+ Lo |

' Figura 8.10. Barra biapoyada sometida a una distyibucion de fuerzas cualquiera.

Si se aisla el trozo diferencial de viga dx hay que sustituir, tanto la parte izquierda de dx
como la derecha, por sus efectos y los efectos de cada trozo son los momentos flectores y
esfuerzos cortantes de cada seccion. Si en vez de aislar un diferencial de longitud se hubiese
aislado un solo punto, en base al equilibrio al que debe estar sometido todo elemento de un
s6lido, se ha de verificar que los cortantes a la derecha y a la izquierda del punto deben ser
iguales y de sentido contrario, asi como los momentos. Si en lugar de tener un punto se tiene
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Rp

to ' Jar
0.05qL‘I | ~—_ (m))

Figura 8.12. Diagrama de esfuerzos cortantes y momentos flectores
de la viga de la figura 8.10.

8.2. TENSIONES EN LA BARRA SOMETIDA A FLEXION PURA

Se analizardn las tensiones que se producen en flexién pura. Como ya se indico en el
apartado anterior, se entiende por flexion pura el estado tensional, producido por cargas
transversales, en el que, en las secciones transversales de la barra, aparecen, solamente,
momentos flectores, siendo el resto de los esfuerzos nulos. Debido a la relacion entre

dM . .
esfuerzo cortante y momento ﬂector, V= d_ , €8 condicién necesaria para que el cortante
X

sea nulo que el momento flector sea constante. Esta condicién se da en casos muy concretos
de geometria y carga. Concretamente se da en los casos representados en la figura 8.13.

— | P P ol Pl'rP

i 4; i ﬂ ta ) M
Fe - . : 1 7
A i Flexion Pura é /j Flexién Pura { .

@ [ 7 [T

Figura 8.13. Algunos casos de flexion pura.

Prescindiendo de las particularidades de los puntos de aplicacion de las cargas y de los
puntos de apoyo, donde las tensiones son mayores de las previstas, se estudiard la
distribucion de tensiones en una seccidn transversal sometida a flexién pura. Para encontrar
esta distribucion de tensiones se considerara la deformacion de la barra. Para el caso de una
barra que tenga un plano longitudinal de simetria y cuando los momentos flectores actuen
en ese plano la viga se flexiona en ese plano. En flexidn pura el momento flector es
constante, luego la flexion de la viga también lo serd. Esto supone que la viga no sufrird un
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cambio de curvatura a lo largo de la longitud. Es decir, el eje de la barra adquirira, después
de la deformacion, la forma de un arco de circunferencia, figura 8.14,

Se admitirda la hipotesis de que las secciones permanecen planas después de la
deformacion; pero sufrirdn un giro y un desplazamiento. La fibra longitudinal permanece
perpendicular a la seccion.

Se considerard una pequefia longitud de la barra ya deformada. Todas las fibras de esa
longitud sufrirdn una deformacién y tomardn la forma de un arco de circunferencia. Esto
supone que habra fibras que aumenten su longitud y habré otras que la disminuyan. Si hay
fibras que se acortan y fibras que se alargan, por la hipdtesis de continuidad, habra una fibra
que no se acorta ni se alarga, que es lo que se conoce como fibra neutra y que viene
representada en la figura mediante el segmento CD, que tras la deformacién pasa a ser
C’D’, Todas las fibras describen un arco de circunferencia cuyo centro de curvatura es O.
El radio del arco que forma la fibra neutra es el radio de curvatura p. La distancia desde la
fibra neutra a una fibra cualquiera es y, en este caso es la distancia entre CD y la fibra AB.

A B A ,
c D C_“\y

@]

Figura 8.14. Barra deformada por flexion pura.

Se va a aplicar proporcionalidad de tridngulos entre el triangulo D'B’F’ y el triangulo
OD’C’. Y se va a tener en cuenta que, al ser CD la fibra que ni se acorta ni se alarga, o sea
CD = C’D’. La longitud F’B’ representa la variacion de longitud de la fibra AB, luego el el

il 1

cociente oD representa la variacion unitaria de longitud de esa fibra en la direccion de

OX, o lo que es lo mismo la deformacién €,. De la proporcionalidad de triangulos se
desprende:

CD'_FB _y_ F'B' _

= =
oc' D'F p CD *
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8.3. TENSIONES EN LA BARRA SOMETIDA A FLEXION SIMPLE

En el caso de flexion simple, ademas del momento flector M, que surgia en la flexion pura,
aparece el esfuerzo cortante V,, que es la resultante de las fuerzas interiores que, segin el
eje OY, actiian en la seccion transversal. Por lo tanto, en este caso, ademas de las tensiones
normales, que por estar todas en la direccion del eje x se puede prescindir del subindice (o,
= g), que se producian en el caso anterior también se producen tensiones tangenciales, en
las que se puede perscindir andlogamente del subindice (t,, = 7). Las tensiones tangenciales
van acompaiiadas de unas tensiones reciprocas en la direccién del eje x que producen un
alabeo de la seccion, o lo que es lo mismo la seccion transversal deja de ser plana: la viga de
la figura 8.18 se encuentra sometida a esfuerzo cortante negativo, por lo tanto a tensién
tangencial positiva, ver figura 6.9.a, y el alabeo de la seccion lo provoca las tensiones t,.
En el caso particular de que el esfuerzo cortante sea uniforme a lo largo de la longitud de la
barra el alabeo de todas las secciones resulta igual y la expresion obtenida para las tensiones
normales a partir del momento flector no varia. Si el esfuerzo cortante no es constante, al
ser el alabeo distinto para cada seccion se produce una diferencia en el calculo de las
tensiones normales; sin embargo se puede demostrar que esta diferencia es del orden de h/L
siendo h la dimensidn transversal caracteristica de la seccion y L la longitud de la barra. Si
estamos ante una barra prismatica, el cociente h/L es una cantidad muy pequefia y el error
que se comete al despreciar el esfuerzo cortante en el calculo de las tensiones normales
también.

Se puede extraer la conclusidn de que las secciones transversales ademas de desplazarse y
girar sufren un alabeo; pero éste es despreciable frente a las deformaciones debidas al
momento flector.

—

\

Figura 8.18. Alabeo de la seccion debido al esfuerzo cortante.

Para obtener las tensiones tangenciales debidas al esfuerzo cortante considérese un
diferencial de longitud de barra que se halla sometida a esfuerzo cortante y a momento
flector, figura 8.19. En esta figura se ha considerado la reciprocidad de las tensiones
tangenciales. En el borde superior de la seccion transversal la tension tangencial es nula
cuando no existen fuerzas rasantes en la parte superior de la barra, lema de Cauchy.
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Figura 8.26. Area para el momento estdtico del ala.

Tension tangencial del alma

En este caso hay que considerar otro area para determinar el momento estitico. Para
determinar el momento estatico se considera el area como un area compuesta formada por el
ala y la parte del alma sombreada, figura 8.27.

Y b(y) =e;

1 O X IO YT |
L o

Figura 8.27. Area para
el momento estdtico del

ala.
o))

I,b(y) el

La distribucion de tensiones tangenciales es parabolica en el ala y en el alma. En la unién
ala-alma las tensiones tangenciales son:

b;' ‘(h—el)V
T ST B =T -

Obsérvese que en lo unico que se diferencian las tensiones es en el término del espesor que
en el ala es b y el alma e, teniendo en cuenta que b >> e se produce un salto de tensiones
tangenciales del ala al alma, figura 8.28.

En este perfil y, concretamente en la distribucién de tensiones tangenciales en las alas,
surgen la misma problematica que en el perfil circular: en la periferia del perfil la tensién
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son la continuidad de la elastica y de su derivada, o sea del giro: si la eldstica y su derivada
no fueran continuas la viga estaria “rota”:

=02y x=0)=0=> —ﬂi+A0+B:>B =0;
Ya Yi Yi 6EL L 1 1 1 =Y

dy, dy, Pb a’ P [b 5 2]
ZLlx=a)=—"2(x=a)=>——+A,= —| —a’—(a-a)’ |+A, > A,=A
o TV === ot A= T p @) A 2 A=A

Pb a] P [b 3 3)
Xx=a) = x=a)=>——+Aa+B=—|—a -(a-a) |+A,a+B, =
yi( ) = ¥ ) 6EL L 1 T GEI\L ( ) 2 2

ﬁB2=B|=0;

P (b 3 3)
=0=>ykx=L)=0=>y,=—|—L"-(L-a)" |+A,L+B,=
Y8 ¥( ) Y2=eE\T ( ) 2 2

P (b
=A =A;= —ﬁ(fﬁ—(L—a)’)

Concretando, la eldstica viene definida en dos tramos de la siguiente forma:

0<x<a;
Pb 2 2\ X
=——_a“-2alL+x°)— 9.7
= ( )T [9.7]
a<x<L
y =ﬁ( 2-2Lx+x2)(1—1) [9.8]
) L ’

9.2. TEOREMAS DE MOHR PARA EL CALCULO DE DEFORMACIONES EN
FLEXION

Los teoremas de Mohr van a permitir la obtencion de desplazamientos y giros de puntos
determinados de la deformada a partir del diagrama de momentos flectores.

1* Teorema de Mohr: El 4ngulo finito 6 que forman las tangentes a la elastica en dos
puntos cualesquiera A y B es igual al 4rea del diagrama de flectores, comprendida entre las
verticales correspondientes, dividida entre la rigidez a flexion de la viga.

La demostracion de este teorema es inmediata a partir de la expresion de la ecuacion de la
eldstica:
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B= |x,—— [9.10]

En esta expresién_Bﬁ es negativo cuando el momento flector es positivo, segin se
desprende de la curvatura de la deformada, y la distancia x, va de izquierda a derecha.

Para aclarar que estos teoremas se pueden utilizar para el célculo de desplazamientos y giros
se implementarad con los mismos ejemplos que se han utilizado para ilustrar la ecuacion de
la elastica.

Desplazamiento y giro del extremo de un voladizo sometido a una carga puntual en su
extremo

Se va a obtener la flecha y el giro en el voladizo de la figura 9.1 mediante los teoremas de
Mdhr. Ya se obtuvo la ecuacion de momentos flectores de esa viga: M = -P(L - x),
expresion [9.4]; cuyo diagrama es el de la figura 9.6.

e

Figura 9.6. Diagrama de flectores del voladizo de la figura 9.1.

En el voladizo de la figura 9.1 se conoce el giro y el desplazamiento vertical del punto A:
6, =0; y, = 0; sabiendo esto, se puede obtener el desplazamiento y el giro del punto B
aplicando el primer y el segundo teorema de M&hr respectivamente.

1*" Teorema de Mdhr

B
ML .
EIfg - EIf, = jM(x)dx = - Para obtener este resultado basta con considerar que la
A
integral representa el drea del tridngulo formado por el diagrama de flectores y el eje de
abscisas. El drea es negativa al ser la integral de una curva negativa. Como el giro en el
punto A, por condiciones de contorno es cero, el giro en B es:

EIBB=-% [9.11]
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El proceso que se debe seguir para obtener los diagramas de esfuerzos empieza igual que en
el caso de las vigas isostaticas:

1) Sustituir los apoyos por reacciones vinculares, figura 10.2:

M, P
Cf 1 by,
—_—

Xa

Figura 10.2. Reacciones vinculares de la viga de la figura 10.1.

2) Obtener las reacciones vinculares mediante la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio a
todo el conjunto.

2 E=0=X, =0
D F,=0=Y,+Yy-P=0
> M, =0=>M, +YgL-Pa=0

Obsérvese que se tiene, como viene siendo habitual, tres ecuaciones de equilibrio:
ZF,‘ =0, sz =0y ZM a =0; pero en este caso hay cuatro incognitas: X,, Ya, Yg,

M,. Se define el grado de hiperestaticidad como el nimero de ecuaciones menos el nimero
de incognitas. En este caso el grado de hiperestaticidad:

grado de hiperestaticidad = n° de incognitas - n° de ecuaciones =4 -3 =1

El nimero de ecuaciones no siempre es tres; puede ocurrir que existan ecuaciones de
equilibrio interno, como en el caso de una rétula interna en la que se puede imponer que el
momento flector en esa rétula es cero; asi si en el problema anterior se coloca una rétula
interior la viga deja de ser hiperestatica, figura 10.3.

Yy 4 P
| :

—c 5 a b 4;

"1 >

NNNN

h
s
“

Y. v

Figura 10.3. Viga ae la figura 10.1a la que se le ha colocado una rétula.

Si se liberan los vinculos, figura 10.4; las ecuaciones de equilibrio son (en las ecuaciones de
equilibrio se ha tomado momento en C, de la parte derecha de la viga):
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4) Aplicar compatibilidad en la direccion de la incdgnita liberada. Esto supone, bien obtener
la flecha en A, figura 10.5.a, o la flecha en B, figura 10.5.b, o bien obtener el giro en A,
figura 10.5.c. Debido a que el célculo de giros es mas facil que el de flecha se va a optar por
esta ultima opcion, o sea por la opcion 10.5.c. Este apartado se puede descomponer a su vez
en varios subapartados:

4.a) Descomponer el problema en dos: el isostdtico con las cargas externas y el isostitico
con la incdgnita hiperestatica como carga externa, figura 10.6.

: l® ; MA(A a

(a) (b)

Figura 10.6. Descomposicion del problema 10.5.c. en dos problemas isostdticos: a) con las
cargas externas, b) con la reaccion vincular como carga externa.

4.b) Obtener el giro de cada uno de los subproblemas. Como es un giro en un punto extremo
se va a obtener la reaccién en la viga conjugada. Los diagramas de esfuerzos cortantes y
momentos flectores vienen representados en la figura 10.7

T o My

Wﬂ- Pa
L L

(2) (b)

M
My M

Figura 10.7. Diagrama de esfuerzos cortantes y momentos flectores de las vigas de la figura
10.6: a) corresponde a 10.6.a. y b) corresponde a 10.6.b.

A partir de los diagramas de flectores se puede obtener las vigas conjugadas
correspondientes, figura 10.8. Para la obtencién de reacciones vinculares en la viga
conjugada se procede igual que en la viga principal: se sustituye la fuerza distribuida por
una fuerza puntual situada en el centro de gravedad de la distribucién de la fuerza.
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_ Pab(L+a)

My 212

[10.4]

Al salir el momento positivo, se entiende que el sentido del momento coincide con el
representado. Se puede hacer un andlisis cualitativo de esta cuestion teniendo en cuenta la
curvatura previsible de la deformada. Si la viga fuese biapoyada, o sea el subproblema
representado en la figura 10.6.a, todo el diagrama de momentos flectores seria positivo,
luego la curvatura de la deformada también seria positiva, como, ademas la deformada ira
hacia abajo, la elastica tendra la forma que se indica en la figura 10.9.

A — AN

Figura 10.9. Eldstica de la viga de la figura 10.6.a.
El efecto del empotramiento en el extremo radica en que el giro en el extremo A es nulo,
para ello el sentido del momento M, debe ser como se indica en la figura 10.10 que es el
sentido que, matematicamente, se habia obtenido.

M,
§J/ —

Figura 10.10. Eldstica de la viga de la figura 10.1.

5) Obtencidn de los esfuerzos cortantes y momentos flectores en cada seccion de la viga. En
este caso de podria hacer como en la viga isostatica: una vez conocido el valor de M, se
puede “cortar” por cada seccion representativa de la viga, sustituyendo el resto de la viga
por su efecto, y establecer equilibrio a un lado de la seccién de corte; aunque se pueden
simplificar bastante los calculos aplicando superposicion a los problemas (a) y (b).

El valor de los esfuerzos es:

O<x<a:
Voviayho P, Pab(L+a) (105]
L 2L
M= M + M = _Pab(L2+a)+(£l_J_+Pab(L3+a))x [10.6]
21 L 2L
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2) Obtener las reacciones vinculares mediante la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio a
todo el conjunto. Tampoco se va a considerar equilibrio de fuerzas en la direccidn
horizontal.

D F=0=Y,+Yy-qL=0
2
DM, =0=>M, -M, +YBL—%=O
En este problema, al igual que en el ejemplo anterior, se tienen cuatro incognitas: X,, Y,
Yg, M4 ¥y Mg; por lo que el grado de hiperestaticidad es:
grado de hiperestaticidad = n° de incognitas - n° de ecuaciones =4 -2 =2

3) Liberar tantas incdgnitas hiperestaticas como grado de hiperestaticidad tenga el
problema. Se liberaran M, y Mp.

4) Aplicar compatibilidad en la direccién de las incognitas liberadas.
4.a) Descomponer el problema en tres: el isostitico con las cargas externas, el isostatico

con una incognita hiperestitica como carga externa y el isostatico con la otra incégnita
hiperestatica como carga externa, figura 10.22.

LLLLLLL o N

(@) (®) (©)

Figura 10.22. Descomposicion del problema 10.20 en tres problemas isostaticos: a) con las cargas
externas, b) con el momento vincular M, como carga externa, c) con el momento vincular My como
carga externa.

4.b) Obtener el giro de cada una de los subproblemas. Como ya se han obtenido los giros de
los subproblemas (b) y (c), sblo se van a obtener los giros del subproblema (a). Ahora bien,
el giro del subproblema (a) ya se obtuvo en el capitulo 9 y los diagramas de esfuerzos
cortantes y flectores en el capitulo 8, figura 10.23.

[

ad - M.ﬂl:x..ﬂ’f_
2 2

Figura 10.23. Esfuerzos cortantes y momentos flectores de la viga
de la figura 10.22.a.
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10.4. VIGAS CONTINUAS

Una viga continua es una viga que presenta varios apoyos interiores. Se denomina vano al
tramo de la viga continua situado entre dos apoyos. El grado de hiperestaticidad, supuestas
despreciables las fuerzas horizontales, depende del niumero de apoyos intermedios, de las
condiciones de los apoyos externos y de las rdtulas intermedias siendo igual al grado de
hiperestaticidad externa, debida a los apoyos externos, mds el nimero de apoyos
intermedios menos el nimero de rétulas intermedias. Asi el grado de hiperestaticidad de la
viga de la figura 10.25 es:

grado de hiperestaticidad = n° de apoyos intermedios + hiperestaticidad externa - n° de
rétulas=2+1=3

n 1 pliiel

& A A A

i., 2.

Figura 10.25. Viga continua.

Para la resolucion de estos problemas hiperestaticos se puede seguir un proceso parecido al
de los casos anteriores.

1) Sustituir los apoyos por reacciones vinculares. En este caso se puede pensar en sustituir,
ademas, los apoyos intermedios, para luego, en el apartado 4) aplicar compatibilidad
obligando que la flecha en estos apoyos intermedios sea nula; esto, aunque se puede hacer,
no es lo mas aconsejable por la dificultad que supone la obtencién de flechas frente al
célculo de giros. Para resolver esta cuestiéon se separa la viga continua en sus diferentes
vanos sustituyendo el resto de la viga por su efecto: un momento, figura 10.26.

b G G

(o1 (12) (23) (34

Figura 10.26. Descomposicion de la viga continua de la figura 10.25 en sus vanos: 01, 12, 23 y 34.

Si se observa la figura 10.26, en virtud del principio de accién-reaccion, en los nodos
intermedios y, para los vanos adyacentes, los momentos intermedios son iguales y de
sentido contrario

2) Obtener las reacciones vinculares mediante la aplicacién de las ecuaciones de equilibrio a
todo el conjunto. Recuérdese que este paso nos sirve para saber el grado de hiperestaticidad
del problema. Este paso no es necesario al conocerse el grado de hiperestaticidad.
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0. lb ML o.b ML
" 3EI, ' 6EI,
el lc= MiLi etf-_ _MiLi

6EI, 3EL,

4.c) Obtener el giro total como suma de los giros de los tres problemas:

M
6,,=6,,"+6,,°+0,,° =S MLy ML
EI, 3EI;  6El

M
0,= 0+ +9¢ =i _Miziki MLy
EI,  G6EL, 3EI

4.d) Aplicar compatibilidad en la direccion de las incdgnitas hiperestaticas liberadas. Hay
que hacer una distincion entre nudos intermedios y nudos extremos, figura 10.28.

(a) ®) (c)

Figura 10.28. Nudos en una viga continua: a) nudo intermedio, b)nudo extremo
articulado, ¢)nudo extremo empotrado.

Si el nudo es intermedio, figura 10.28.a, hay que igualar el giro obtenido mediante el
célculo en el vano de la izquierda al giro obtenido mediante el célculo en el vano de la
derecha. Asi supongase que el nudo i es un nudo intermedio:

eiizq = eidtf
Si't"i-l _ M;_L; _ MiLi = _Sihfl. i+l MiLi+l + Mi+lLi+l
El, 6EL,  3El EL,, 3El,,  6EIL,

Si se desarrolla la igualdad anterior se obtiene una expresion que liga los tres momentos M;.
1» M, y My, y que se conoce como teorema de los tres momentos que se muestra a
continuacion, en el caso de que los vanos tengan la misma inercia:

M, (L +2M( L; + Lisy) + Miy Liy = 6(SM +SY, 1)) 10.22]

iy i= i

Si el nudo es extremo se deben distinguir dos casos:
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Hasta ahora se han determinado los esfuerzos de los sistemas hiperestiticos mediante
métodos de compatibilidad, esto es, se han dejado como incégnitas los esfuerzos en puntos
externos o intermedios y se ha aplicado compatibilidad de desplazamientos en la direccion
de esos esfuerzos. Recuérdese que los esfuerzos coinciden, en los puntos extremos, con las
reacciones y, en el caso de vigas continuas, los momentos en el apoyo coinciden con el
momento flector en ese punto. Sin embargo, en este apartado, se va a aplicar un método de
equilibrio. En los métodos de equilibrio se invierte el proceso: se dejan como incégnitas los
desplazamientos, lineales o giros, y se aplica equilibrio de fuerzas exteriores o interiores en
los puntos en los que el desplazamiento es una incégnita.

Hay que resaltar que se pueden aplicar métodos de equilibrio para resolver vigas continuas
y métodos de compatibilidad para resolver pérticos y cuadros, todos estos métodos los
estudia la teoria de estructuras. Pero en este caso concreto, la atencién no debe centrarse en
la bondad de la metodologia sino en la comprension de la base teérica.

En lineas generales la diferencia primordial entre los métodos de equilibrio y los métodos
de compatibilidad es que, como ya se ha visto, en los métodos de equilibrio se van liberando
las incognitas hiperestaticas con la finalidad de resolver problemas isostaticos mientras que
en los métodos de compatibilidad se coacciona, en el mayor grado posible, los nudos de la
estructura para impedir todo posible movimiento, entendiendo por nudo de la estructura los
extremos de las barras. Luego, esas coacciones, impedimentos de los nudos a ser movidos,
de mas hay que ir liberandolas.

Una barra tiene todos los movimientos de sus puntos extremos impedidos si esa barra esta
biempotrada, luego lo primero que se supone es que todas las barras de la estructura estén
biempotradas. Como esto no es verdad, hay que ir liberando los posibles desplazamientos de
los nudos extremos, esto es, los giros y flecha relativa entre ambos extremos. No se pueden
considerar los desplazamientos de cada nudo extremo como dos movimientos
independientes puesto que no se consideran desplazamientos como sélido rigido.

El proceso que se va a seguir para resolver el portico es el siguiente.

1) Se va a coger cada una de las barras, que va a estar sometida a un estado de cargas y
sujeta a unos apoyos extremos cualesquiera y se va a seguir el proceso que, anteriormente se
ha esbozado:

1.a) Lo primero que se va a hacer es “agarrar” en todo lo posible la barra; o sea suponer que
estd biempotrada y calcular los momentos de empotramiento de los puntos extremos, figura
10.30. Se deben calcular los momentos de empotramiento M,%, M,°, Ms°, M,*, Ms" y M,°
como se efectud en el caso de vigas biempotradas.
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Con lo que el giro en i-1 queda definitivamente:

9l-l
EI,, = =L

1= 4
Eso supone que debido al giro en i-1 aparecen un momento en i-1 y otro en i de valores:

— 4ELQ;_, M. = 2EL6;

L, ' L,

1 1

Mi—leH

. 4EI . . . .
Al cociente K = Tse le conoce como rigidez a flexién de la viga y representa el cociente

entre el esfuerzo, momento flector, y el desplazamiento correspondiente, giro. Con lo que se
pueden poner los momentos en funcion de los giros y de la rigidez.

M., = K8, M’ =%9i-l

1.c) Se libera el giro del extremo derecho, figura 10.32.

§ \ /

i=1 ei i

Figura 10.32. Barra cualquiera del pértico 10.29 al que se le ha
liberado el giro derecho 6,

Si se libera el giro 6, ese giro debe estar provocado por un momento aplicado en ese punto,
ademas se provoca un momento de empotramiento en el extremo opuesto. El valor del giro

0; debido a los momentos extremos es:

8' " : 9' .
E’Iiei = Mi3 Ll _ Ml—é LI

El extremo en i-1, al seguir siendo un empotramiento presenta giro nulo:

Con lo que el giro en i queda definitivamente:
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ML,

EL, =

Eso supone que debido al giro en i-1 aparecen un momento en i-1 y otro en i de valores:

2E16, K,
=K6; M, =T T U

| 1

MO =

4EL,
L.

1.d) Se permite el desplazamiento relativo entre los puntos extremos de la viga, figura
10.33.

% ‘\%

Wi
>

Figura 10.33. Barra cualquiera del portico 10.29 a la que se le ha permitido el
desplazamiento transversal relativo entre sus extremos 4,.

En la figura 10.33 se ha descendido el apoyo i, resultado analogo se habria obtenido si
asciende el apoyo i-1: en ambos casos este desplazamiento se traduce en un giro positivo de
los extremos. Este giro valdra:

Al ser el giro igual en ambos extremos iguales seran los momentos extremos: M* = MMA =
MiA y el giro de los puntos extremos se puede obtener a partir de estos momentos:

A A A
3 6 6 L,
M. IA =MA=M2= 6ELA; =3ﬂ9_i__._3_1(, 4
- ’ L> 2L L 2 'L

1.e) Se aplica superposicion a los problemas (a), (b) y (c), obsérvese que en los métodos de
compatibilidad no se aplica superposicién a las cargas sino a los desplazamientos y se
obtienen los esfuerzos como la suma de los esfuerzos de cada problema, en particular se va
a aplicar esto a los momentos extremos:

M, =M +M, " +M" = K6, + Ezi_ei +%Ki %L

1
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(b)

Figura 11.2. Descomposicion en la barra de la figura 11.1.

Debido al esfuerzo M, de la barra 11.2.a. se produce el siguiente estado tensional en la
barra:

o, =-—2= (11.1]

En cuanto al estado tensional en la barra debido al momento flector M, de la barra de la
figura 11.2.b.

o, =— [11.2]

La justificacién de estas férmulas es inmediata: la expresion de o, en funcién de M, es la
que ya se vio en el tema de tensiones debida a la flexion, [8.5]; en cuanto a la férmula que
liga o, con M, es anéloga, unicamente difieren en el signo. Esta diferencia en el signo se
debe a que para un momento flector M, positivo se produce la traccion en aquéllas fibras
que tienen una componente y negativa y la compresioén se produce en fibras que tienen la
componente y positiva; esto es, la tensién tiene sentido contrario que el eje y, y para un
momento M, positivo se produce la traccién para las z positivas y la compresién para las z
negativas: la tension presenta el mismo signo que la componente z. En la figura 11.3 se
aclaran estas afirmaciones.

»

(2) (b)

Figura 11.3. Sentido de las tensiones normales para momentos flectores positivos: a) debido a M, y b) debido
aM,
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siendo ésta la expresion [11.3] que se obtuvo para flexioén en piezas simétricas.

En cuanto a la tensién tangencial debida al esfuerzo cortante, si sélo se tiene V, la obtencion
de la tensién tangencial seria andloga a la que se obtuvo en flexion plana: pero en vez de
sustituir la expresion de la tension normal dada en [11.1] se debe sustituir la dada en [11.10]
imponiendo que M, = 0. En cualquier caso se demostrard mas adelante la expresion de la

tensidn tangencial t,,, que es totalmente analoga.

Se obtendra, por tanto, que la tensién tangencial debido a un esfuerzo cortante V, y en unos
ejes cualesquiera es:

ty= -1,5,(y) +I,,ZS,(y) A
LI -1, b(y)

En la expresion [11.11] S,(y) es el momento estatico del area de la figura 11.6.a. segin el
eje OZ y S,(y) es el momento estitico del mismo érea pero segiin el eje OY.

[11.11]

lhy

4

Figura 11.6. Area respecto a la que se toma momento estdtico: a) A(y),
para S,(y) y S(¥). b) A(z), para S(z) y S(z)..

Para un esfuerzo cortante V, hay que establecer equilibrio en un diferencial de longitud de
barra, figura 11.7, y con un area que va desde una z cualquiera hasta el extremo, figura
11.6.b:

dx

Figura 11.7. Rebanada sometidaa M, y V.

Y F=0=- [6dA+ [(¢+do)A-1,b(z)dx=0= I(dc)dA=t“b(z)dx

A(z) A(z) A(z)
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En cuanto a los desplazamientos existiran desplazamientos en los tres ejes del espacio,
debido a la flexion segun los ejes OY y OZ y debido al esfuerzo axil segin el eje OX.

La ecuacion de la linea neutra es:

N oM ML, ML ML,
A LL-1 T LL-1)t

En este caso la linea neutra no pasa por el centro de gravedad al no pasar por el punto de
coordenadas (0,0); pues no hay que olvidar que el centro de gravedad es el centro del
sistema de coordenadas que se viene usando.

11.5. COMPRESION EXCENTRICA. NUCLEO CENTRAL

Puede ser éste considerado un caso particular de la flexién compuesta en el que el momento
flector es provocado por el esfuerzo axil al encontrarse éste situado con una cierta
excentricidad respecto del centro de gravedad de la seccién. Se habla de compresion
excéntrica pero podria tratarse de traccién excéntrica, el hecho de que la mayoria de los
textos hable de compresion se debe a que es mas frecuente.

Considérese una barra prismatica de seccién cualquiera sometida a una cierta fuerza de
compresion situada con excentricidad respecto del centro de gravedad dela seccion, figura
11.9.

Figura 11.9. Barra prismadtica sometida a compresion excéntrica.

Debido a esta excentricidad aparece un momento segun el eje OY de valor M, = -Pz, y un
momento segun el eje OZ de valor M, = Py,, ambos son momentos flectores. Estos
momentos, junto con el esfuerzo axil, originan una tensién normal:

P —Yol, +20l,, —2Zol, + Yol
atF IIY—I T VP T
y'z yz y'z yz

que, cuando se da la circunstancia de que los ejes coordenados son ejes de simetria de la
seccion se transforma en:
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Niicleo central de una barra de seccion circular

La barra circular va a tener un micleo central que, por simetria, va a ser un circulo. Para
hallarlo bastara con considerar una linea neutra tangente al contorno y ver a qué punto
corresponde, figura 11.11.

Yy En este caso se ha tomado la linea neutra de ecuacién y
LN . .
= R por comodidad; aunque se podria haber tomado
z R cualquier otra linea recta tangente al contorno. A

continuacion se debe comparar la ecuacion de esta recta
con la ecuacion genérica de la linea neutra en

Figura 11.11. Linea neutra compresion excéntrica. Para compararla se debe poner la
tangente al contorno de una ecuacion de esta recta en la misma forma que la de la
seccion circular. expresion [11.15].

Lo primero que hay que hacer es hallar los radios de giro de esta seccion. Ambos radios de
giro son iguales por simetria:

nR*
12_i2=l _4 _.P:_z_
¥ A mR?! 4

R-y=0=1 —%y = 0. Comparando los coeficientes de esta expresion con los coeficientes
de la ecuacion [11.15] se obtiene:
=Yo=—73 =0

1
R

Asi se ha obtenido el punto al que le corresponde la linea neutra anterior. Por simetria,

como ya se ha dicho, el micleo central es una circunferencia de radio —E—, figura 11.12.

R/4 R

Figura 11.12. Nucleo central de una seccion circular
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correspondientes a lineas neutras que se cortan en un punto forman una linea recta, como se
queria demostrar.

Por lo tanto todos los puntos que se encuentran uniendo los punto M y N mediante una linea
recta son puntos limites del nicleo central.

Por simetria, se puede ver que los puntos correspondientes a las lineas neutras rr y ss son los

puntos R(?—,O) y S(O,%) , respectivamente. Con lo que se obtiene finalmente el nicleo

central de la figura 11.14.

d

r—Ad

b/3

; |
a3
Figura 11.14. Micleo central de la seccion de la figura 11.13.

Para terminar el capitulo se va a hacer una indicacion para la resolucién de secciones
coéncavas como la T que se muestra en la figura 11.15.

En esta seccion no se debe emplear la linea mm como linea neutra correspondiente a un
punto del contorno del niicleo central, pues esta linea divide la seccidn en dos partes: una
sometida a traccién y otra a compresion. Si se debe usar la linea nn. A la vista de esta figura
también debe hacerse constar que los momentos de inercia y por tanto los radios de giro se
deben obtener referidos al centro de gravedad de la seccién.

Figura 11.15. Seccion concava.
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y 4
- 3tm + 1tm + 2tm X
d 5 5 .
L v Y VA

Figura 12.2. Ejemplo I de barra prismatica sometida a torsion isostatica.

Aplicar equilibrio a este tipo de problema se traduce en aplicar la nulidad de la suma de
momentos longitudinales: Z M, =0=-3+2+ 1 =0. Para obtener el diagrama de torsores

se procederd a “cortar” la barra y sustituir la parte eliminada por los momentos internos.
Habra que realizar la particion a cada lado de los momentos puntuales aplicados.

0<x<3

) M,
é S DM, =0=>M,=0

ﬁ)m ZM,=0=>Mt-3tm=0:>Ml=3tm

M S M, 0= M3+ 1=0= M, =2tm

£\
+

9<x<l1l

En este caso es mas facil “cortar” por la derecha:

> M, =0=>M,=0

Ya queda completamente determinado el diagrama de momentos torsores, figura 12.3.
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Figura 12.5. Barra circular sometida a momento torsor.

La barra de seccion circular de la figura 12.5 estid sometida a un momento torsor constante
M, .

Se va a aislar un elemento de barra de longitud dx, como se indica en la figura y dentro de
éste un anillo circular limitado por dos planos cilindricos de radios r y r + dr, figura 12.6.

)

B

dr

do
Figura 12.6. Rebanada de barra circular sometida a momento torsor.

La seccion de la derecha sufre un giro relativo respecto a la seccion de la izquierda de de.
La generatriz del cilindro AB girard un 4ngulo y (deformacién angular) pasando a ocupar la
posicion AB’.

BB’ =ydx =rdp =

d
y =r£ (12.1]

. d .,
La magnitud E(pse denota por 6: 6= dd—(py se denomina dngulo de torsion unitario. La
X

magnitud © es equivalente al alargamiento unitario de longitud en traccion y compresion

[ATI) . Introduciendo la notacién 6:
y=10 [12.2]

Aplicando la ley de Hooke para tension tangencial y deformacion angular:
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=Gy =Gro [12.3]

siendo T la tension tangencial que surge en la seccién transversal de la barra y que, por
simetria, debe ser tangente a la circunferencia; o sea es perpendicular al radio. Si se
multiplica la tensién tangencial, T, por un diferencial de area, dA, se obtiene un diferencial

de fuerza, tdA, y si se toma momento respecto al centro del circulo la resultante es igual al
momento torsor:

M, = [trdA = GO [r?dA = GoI, [12.4]
A A

En la ecuacion anterior se ha encontrado la relacién entre en momento torsor, M,, y el
dngulo de torsién unitario, 0, siendo A el 4rea de la seccion circular, I; el momento de
inercia polar y G el médulo transversal de Elasticidad. El producto GIp se denomina rigidez
de la barra a torsion.

f=—t [12.5]

. . . d
Integrando la expresidn anterior y, teniendo en cuenta que 0 =d—(p, se puede obtener la
X

diferencia entre giros a torsion:

Xy

III
-, = |—+dx 12.6
@y =9 GI, [ ]
xI

La expresion anterior relaciona la diferencia de giros entre dos puntos de la barra sometida a
torsién con el area encerrada por el diagrama de momentos torsores y la rigidez a torsion.
Esta relacion es analoga al primer teorema de M&hr para flexion.

También se puede obtener la tension tangencial debida a torsion a partir del momento
torsor, mediante las expresiones [12.3] y [12.5]:

T=—0L [12.7]

Al igual que la expresion [12.6] ésta ultima ecuacion, [12.7], también tiene una analoga en
flexién: la ecuacién de Navier. La expresion anterior también nos permite conocer la
tension tangencial maxima:

T, = —Lm (12.8]
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Obsérvese que la tension tangencial maxima se da en la superficie del cilindro. A
continuacién se van a dar los valores del momento polar de inercia:

Cilindro

' g nR*
[p = Irsz - Ir22mdr =2n Ir3dr = — [12.9]
A 0 0 2

Corona Circular

%

Ip = Irsz =Rjr22m'dr = Zn?rjdr - E(Rz4 - Rl') [12.10]
A R, R, 2

12.3. TORSION HIPERESTATICA

En el apartado 12.1 se pusieron algunos ejemplos de diagramas isostaticos de torsores. Para
determinar diagramas de torsores en el caso de barras isostaticas solo es necesario aplicar
las ecuaciones de equilibrio y por tanto son independientes de la geometria del perfil y del
tipo de material.

Sin embargo en la torsion hiperestatica, al igual que se vio en flexion hiperestatica vy,
anteriormente, en traccién y compresion, hay que hacer uso de las ecuaciones de
compatibilidad y de las ecuaciones de comportamiento.

En las ecuaciones de compatibilidad habra que hacer consideraciones sobre las condiciones
de contorno, en este caso sobre el giro longitudinal y, en la ecuaciones de comportamiento,
hay que tener en cuenta la ecuacién [12.6], naturalmente para el caso de perfiles circulares.
Se considerara el siguiente ejemplo aclarativo:

Barra biempotrada sometida a un momento puntual
Se seguird un proceso analogo al que se siguid para resolver la barra biempotrada en
flexion. Se considerara la barra de la figura 12.7.
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4) Aplicar compatibilidad en la direccion de la incégnita liberada. En este caso se debe
imponer que el giro en el punto B sea nulo. De la expresién [12.6]:

L
M, __ ML, ML, 1

—_— -M,L, +M L
HEN Gl,  GI, GI,,( aLi+Mgly)

Ppg —Pp =
Como g, =0y ¢ =0=-M,L, + MgL, =0, que con la ecuacién de equilibrio constituyen
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

M, + Mgy =M
-M,L, + MgL, 0

}::MA=%; MB=

ML,
L

Una vez conocidos los momentos de los empotramientos queda completamente determinado
el diagrama de momentos torsores.

12.4. TORSION COMBINADA CON FLEXION. ESTUDIO DE EJES.

En los casos anteriores se ha considerado que la torsién es simple. En la préactica es fécil
encontrar un momento torsor que actia junto a un momento flector. Por ejemplo las fuerzas
transmitidas a un eje por un volante o por una polea producen momento flector y momento
torsor, figura 12.10.

4y

d>~

A= f a2 Momento flector: M, = -P(L-x)

PN\ d |2r Momento torsor: M, = PR

Figura 12.10. Eje circular.

En este caso las tensiones que presenta el eje son:

Tensién normal debida a la flexion: o=-— l\’:zy = P(LI‘ x)y
z
Tensién tangencial debida al esfuerzo cortante: == VS(y) _ _ PS(y)

by,  byI,









ELASTICIDAD y RESISTENCIA DE MATERIALES 211

Un estudio detenido del problema de la torsion libre en perfiles rectangulares permite
establecer que la tension tangencial maxima se presenta en el punto medio de los lados mas
largos de la seccion. En el proximo capitulo, cuando se hable de analogia de la membrana,
se insistira sobre esta cuestion. Esta tensiéon maxima viene dada por la expresion:

MI

T =
abc?

max

[12.11]

donde b es el mayor y ¢ el menor de los lados de la seccién y o es un factor numérico que

depende de la relacién E
c

En cuanto al angulo de torsion por unidad de longitud, en el caso de una seccion
rectangular, viene dado por:

M[
Bbc’G

[12.12]

Donde B es un factor que depende de la relacion b y la expresion Pbc’G es la rigidez a
c

torsion para perfiles rectangulares.
En la tabla 12.1 se dan algunos valores de . y B.

b/c [1.00 150 175 200 250 300 400 600 800 100
o [0.208 0.231 0.239 0.246 0.258 0.267 0.282 0.299 0307 0.313 0.333
B [0.141 0.196 0214 0.229 0.249 0263 0281 0.299 0307 0313 0.333

Tabla 12.1. Valores de ay de fen funcion de la geometria de la seccion rectangular.









214 PEDRAZA, C. y MARTIN, A.

ejemplo, en la figura 13.2 se ha representado dos barras sometidas a traccion: una de
seccion llena y la otra de seccion de pared delgada.

Mientras que en la barra maciza el efecto local del punto de aplicacion de la carga solo
afecta al entorno de este punto, en el caso de la seccion de pared delgada afecta a toda la
barra porque cada ala se comporta como una barra sometida a flexién, pues cada una de
ellas estd sometida a una traccion excéntrica de valor P/2. Este efecto también se produce en
la barra de seccién llena, que se puede considerar como una barra en dobl¢ T con un alma
de gran espesor, pero es ese espesor el que rigidiza la unién de las “alas” y limita este efecto
al entorno de la aplicacion de la carga. En general en las barras de perfiles de pared delgada
hay que tener muy presente que cada elemento de la misma puede comportarse como un
elemento aislado.

(a) (b) (c)

Figura 13.2. Influencia de la geometria de la seccién en una barra sometida a traccion: a)
perfil de pared delgada, b) seccicn llena, c) deformacicn en un perfil de pared delgada.

13.2. TENSIONES NORMALES DEBIDAS A FLEXION COMPUESTA

Para la obtencién de tensiones normales, tanto debido a esfuerzo axil como a momento
flector no se hizo ninguna hipdtesis acerca de la geometria de la seccion, luego es valida la
expresion que se obtuvo en el tema 11 y en concreto todos los resultados que se obtuvieron
en cuanto a tensiones normales se refiere. Para el caso mas general de flexo-compresién
esviada referido a unos ejes no principales de inercia se tiene:

ML ML, ML+ M,
ox=%+ ty Ty, yr Tre, [13.1]
LI, -1, LI, -1,

También son vélidos los resultados que se obtuvieron para la elastica. En cuanto a la
obtencion de linea neutra y niicleo central tampoco hay variacidn.
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Ala
Se toma una s genérica con origen en el extremo del ala, figura 13.6.

El momento estatico del area sombreada, respecto de
0Z, es:

S,(s) = se, ; [13.8]

arN
O

Teniendo en cuenta que el espesor del ala es e;:

Figura 13.6. Perfil en U. Area genérica ala Vyse, 72 _Vyh
para el cadlculo del momento estdtico Tas =7 =58 [13.9]

Y
®oel 21
cuando la coordenada s recorre el ala. "z z

La expresion de la tension tangencial en el ala es lineal con la coordenada natural s. En
cuanto al flujo cortante:

V,he,
21

ala ala

Qxs = Txs €] = s [13.10]

z

Alma :
Se toma una s genérica que, al igual que sucedia en el célculo de la tension tangencial en el
ala tiene su origen en el extremo de ésta.

Hay que hallar el momento estatico restecto a OZ del area sombreada en la figura 13.7. Este
drea es compuesta y como tal, el momento estitico se hallard como la suma de los
momentos estaticos de cada una de las areas simples, tal y como se muestra en la ecuacién

[13.11].
h— 1 h-' 1
Sz(s)' S(I) t S@— be1 _}21 t [—( 26 )—YJC[Y"‘—; (_—( 23 )" VJ}:Q

a

2
=8,(s)="be, 12‘-%[[1“2“‘) —y’} [13.11]

El momento estatico de la expresion [13.11] se ha referido a y en vez de a s, por comodidad.
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Figura 13.7. Perfil en U. Area genérica para el calculo del momento estatico
cuando la coordenada s recorre el alma.

La tension tangencial en el alma, teniendo en cuenta que el espesor es e, es:

alma _
xs

[13.12]

Mientras que la expresion de la tension tangencial en el ala es lineal, en el alma es
parabdlica. El flujo cortante viene dado por la ecuacion [13.13].

h 1|(h-¢)
"y["“’l?a{( ) ‘YD
alma alma_ _

_ galmag _ [13.13]

Xs Iz

Xs

Obsérvese en la expresion [13.14] que los flujos cortantes del ala y del alma coinciden en la
unién ala-alma.

ala V., bhe h-e
Qi (s=b)=—L—= q:',"“[y = —-—-——‘J [13.14]
21, 2

En la figura 13.8 se muestra una representacion grafica de las tensiones tangenciales. Para
entender la figura tenge en cuenta que la resultante de las tensiones tangenciales debe ser
igual al esfuerzo cortante, por eso el sentido de las tensiones tangenciales en el alma debe ir
hacia abajo y en las alas debe ser tal que haya continuidad en el flujo.
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En cuanto al momento resultante de esas tensiones tangenciales es igual al momento torsor:

x = J.(YT xz LTy )dA [13-26]

El momento calculado anteriormente se definié en el centro de gravedad de la seccién. Una
carga transversal aplicada en la barra supone un esfuerzo cortante para la seccién o sea una
distribuciéon de tensiones tangenciales. Estas tensiones tangenciales, segin se acaba de
indicar, se reducen a una resultante igual al esfuerzo cortante y a un momento resultante;
pero existe un punto en el que, si se reduce el sistema de tensiones tangenciales, este
momento resultante es nulo: este punto es el centro de esfuerzos cortantes, a partir de ahora
C.E.C. Se van a hallar los C.E.C. de determinadas secciones.

Perfil en U

En la seccion 13.3 se calcularon las tensiones
tangenciales en un perfil en U, debida a un esfuerzo
cortante V,, ahora se va a calcular un punto en el que
el momento debido a estas tensiones tangenciales sea
nulo. En principio se va a calcular la fuerza resultante
en las alas y en las almas como se muestra en la

figura 13.16.
Figura 13.16. Resultante en b LAY he, V, he, b?
las alas y el alma en un perfil Fau = Iq.,,ds= I Y gdg=—L [13.27]
en Udebidoa V, 0 o 21, 41,

-hy2 —h/2 h B2
alma - ] —
Fuima = Iq' dy _[Tl[b 5+-2-[[—) "YZ:DdY"Vy

z

El resultado de F,,, es previsible porque la resultante de las tensiones tangenciales ha de
ser el esfuerzo cortante y al ser el esfuerzo cortante vertical sdlo puede ser absorbido por las
tensiones del alma, las alas poseen tensiones tangenciales horizontales. Las fuerzas en las
dos alas son iguales y de sentido contrario, luego constituyen un par de fuerzas, el momento
de este par de fuerzas es:

V,h%e b’
Mlll = Fl.ll -h= _—41—-"' [13.28]

z

El momento total producido por las tensiones tangenciales de la seccién serad igual al
momento producido por las alas méas el momento producido por el alma. Como la fuerza
que actia sobre el alma es vertical, la distancia que afecta a ese momento es horizontal; se
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le llamara c a esta distancia horizontal segin el sentido positivo del eje OZ. Tomando
momento en el origen de coordenadas representado en la figura 13.16 (Obsérvese que en la
figura 13.16 se ha colocado el eje QY en la linea media del alma, para facilitar los calculos).

V,h%e b’
M= Mula + Malma = 41 -c Vy = O [13-29l
h2 2
o= 10 [13.30]
41

En la expresion anterior se ha eliminado el caracter vectorial del momento porque, al ser las
fuerzas en las alas un sistema de fuerzas plano, su momento es perpendicular al plano,
segun la direccion del eje OX, luego coincide con la direcciéon del momento torsor. El
sentido que se toma es, también, el del eje OX, hacia afuera del papel.

Hasta ahora se ha determinado la posicion de un punto de la seccion donde las tensiones
tangenciales debidas a un esfuerzo cortante V, producen un momento nulo. A continuacion
se va a describir qué sucede si el esfuerzo cortante tiene la direccion del eje OZ, V.

La distribucidn de tensiones tangenciales tendria la forma indicada en la figura 13.17 lo que
daria lugar a unas fuerzas resultantes en las alas y en el alma como se ve en la figura 13.18.
Esta distribucion de tensiones tangenciales tiene resultante vertical nula y resultante
horizontal igual al esfuerzo cortante V. La distribucion de tensiones tangenciales en el ala
es parabodlica y en el alma lineal; hay que tener en cuenta que el momento estatico se calcula
respecto al eje OY que ahora si se ha tomado de tal forma que pase por el centro de
gravedad de la seccion. La fuerza del alma no produce momento al ser dos fuerzas con la
misma linea de accion, iguales y de sentido contrario y las fuerzas de las alas son iguales
por tanto no producen momento: en el eje OZ.

Resumiendo:
- Si hay esfuerzo cortante V, el C.E.C. se encuentra a una distancia c del eje OY.
- Si hay esfuerzo cortante V, el C.E.C se encuentra en el eje OZ.

Como consecuencia si hay esfuerzo cortante V, y V, el C.E.C. se encuentra en el punto de
coordenadas (y, z) = (0, c).
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yn YA

PR P
.......... ' @
Fnla
Figura 13.17. Distribucion de Figura 13.18. Fuerzas resultantes
tensiones tangenciales en un perfil en en las alas y en el alma debido a
U debido a un esfuerzo cortante V,. un esfuerzo cortante V,,

Para obtener el C.E.C en un perfil cualquiera se procedera de la siguiente forma:

« Se obtendra la distribucién de tensiones tangenciales debida a los esfuerzos cortantes V,
yVa

+ Se calcularé el momento en un punto cualquiera O, que no tiene por qué coincidir con el
centro de gravedad de la seccion.

. Se tendrd en cuenta la relacién que, en Mecanica Racional, permite relacionar el
momento respecto a un punto con el momento respecto a otro punto. Asi considerando
que Cesel C.E.C.:

— -+ - —
Mc =Mg+COAR=0 [13.31]

Teniendo en cuenta que la resultante es el esfuerzo cortante y considerando las componentes

-
del vector CO que se muestran en la figura 13.19, la expresion anterior se reduce a:
Vyc, + Ve, =Mg [13.32]

Como M, depende de las tensiones tangenciales y éstas, a su vez, dependen de los esfuerzos
cortantes V, y V,, M, depende de V, y de V,. Habria por lo tanto que igualar el coeficiente
de V, de la expresién de M, a c, e igualar el coeficiente de V, a c,. Esto genera un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas, ¢, y ¢, y una vez resuelto queda determinada la
posicion del C.E.C. Luego para determinar la distancia del C.E.C. al eje OZ es necesario
conocer la distribucién de tensiones tangenciales debido al esfuerzo cortante V, y para
determinar la distancia al eje OY hay que obtener la distribucién de tensiones tangenciales
debido al esfuerzo cortante V,.
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]
S(0)= [RsenBeRdO= R7(l - cosh) (13.34]
0

El momento de inercia de la seccion circular abierta es igual que el de la misma seccion

cerrada:
o)t o)
n[R + —) n(R - —)
2 2

I, = rER— ~nR’e [13.35]

En el valor final del momento de inercia se ha tenido en cuenta la definicion de perfil de
pared delgada: el espesor es mucho menor que la dimension caracteristica de la seccion (e
<<R).

Un vez obtenidos el momento estitico y el momento de inercia, la expresion de las
tensiones tangenciales en la seccidn es:

V,R%(1 - cos8) V,(1 - cos®
T4(0) =2 :(R3e2 ). ’(nRe ) [13.36]

La expresion [13.36] corresponde a una distribuciéon de tensiones como se muestra en la
figura 13.21.

Figura 13.21. Distribucién de tensiones tangenciales debido a un esfuerzo cortante V,

A partir de la tension tangencial se calculard el momento en un punto cualquiera O que, en
este caso, va a ser el centro de la circunferencia, por simplicidad:

" " V,(1 - cos)
M, = J‘Tx,RdA = J‘————R—-—- ReRd6 = 2RV, [13.37]
0

mRe
0

Considerando que C(c,, c,) es el C.E.C.:
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M, =c,V, = ¢, =2R [13.38]

Una vez obtenida la posicion horizontal del C.E.C. se obtendra la posicion vertical para lo
cual se considera la seccion sometido a un esfuerzo cortante V,. Pero hay que considerar
que esta seccion, como el perfil en U estudiado antes, es simétrico seguin el eje OZ y si se
encuentra sometido a un esfuerzo cortante horizontal, aplicado en este eje, presenta simetria
de geometria y de carga: la distribucion de tensiones también sera simétrica. Por lo tanto el
momento serd nulo por tratarse del momento que produce una distribucion de tensiones
simétrica segin uno de los puntos de su eje de simetria.

Obsérvese en la figura 13.22 que al ser la distribucién de tensiones tangenciales simétrica
respecto al eje OZ, la tension tangencial en cualquiera de los puntos del eje es cero.

Figura 13.22. Distribucion de tensiones tangenciales en un perfil circular abierto
debido a un esfuerzo cortante V,.

De los ejemplos anteriores se pueden extraer los siguientes resultados con referencia a la
posicion del C.E.C.:

. Si el perfil tiene un eje de simetria el C.E.C. se encuentra en él, figura 13.23.a.

. Si el perfil tiende dos ejes de simetria el C.E.C. se encuentra en la interseccion de ambos
ejes. Asi en un perfil en doble T el C.E.C. coincide con su centro de gravedad, figura
13.23.b.

Ademas de estas dos propiedades se puede deducir otra mas:

. Si el perfil esta formado por una serie de rectdngulos concurrentes el C.E.C. se encuentra
en la confluencia de éstos, figura 13.23.c. Este resultado es logico pues el flujo de
tensiones tangenciales confluye en este punto de intersecciéon y el momento que
provocan en ese punto es nulo.
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—
G G
— ¢

(a) (b) (c)

Figura 13.23. Influencia de la geometria de la seccion en la posicion del centro de
esfuerzos cortantes (C) y del centro de gravedad (G): a) un eje de simetria, b) dos ejes
de simetria y c) rectangulos concurrentes.

La determinacién del C.E.C. es muy importante a la hora de la obtencién de esfuerzos. Si
una barra estd sometida a una fuerza transversal aplicada en un punto que no es su C.E.C.
estd sometida, ademads, a un momento torsor de valor igual al momento que provoca la
fuerza en el C.E.C. A la hora del disefio hay que evitar el momento torsor procurando que
las fuerzas transversales actien en el C.E.C, para que el momento de las fuerzas
transversales se contrarresten con el momento de las tensiones tangenciales.

13.5. PERFILES DE PARED DELGADA SOMETIDOS A TORSION LIBRE.
ANALOGIA DE LA MEMBRANA

Como se vio en el apartado 5 del tema 12 la torsién de una seccién cualquiera provoca un
alabeo de sus puntos, ademés de un giro de la seccién. El comportamiento de una barra a
torsion depende de que este alabeo esté o no impedido.

En esta seccion se pretende estudiar perfiles abiertos sometidos a torsioén pura; o sea, barras
prismaticas de seccidn de pared delgada en las que su seccién esté sometida a un sistema de
fuerzas que tenga resultante nula y momento resultante segin la direccion del eje
longitudinal de la barra que pase por el C.E.C. Si el sistema de fuerzas tiene resultante nula
es indiferente el punto donde se calculen momentos; pero si, por el contrario, ademas de
momento torsor, actian en la seccion esfuerzos cortantes hay que reducirlos al C.E.C.

En los problemas de torsion de secciones de forma arbitraria la simplificacion propia de la
Resistencia de Materiales que permite establecer un modelo monodimensional no es del
todo viable. Se puede construir un modelo monodimensional; pero para su planteamiento
hace falta hacer uso del problema general de la Teoria de la Elasticidad. Sin embargo si se
podrén obtener soluciones explicitas que permitirdn establecer un modelo monodimensional
para perfiles de pared delgada, mediante el cual se podran obtener las tensiones y los
desplazamientos en barras de secciones de pared delgada.

En Fisica se recurre muchas veces a las analogias. Dos problemas fisicos son analogos
cuando obedecen a ecuaciones matematicas formalmente iguales. Si uno de ellos es
facilmente observable, y se pueden extraer ficilmente algunas conclusiones, éstas pueden se
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De aplicar equilibrio se extrae:

_dw P [13.40]
dr 2N
Sustituyendo el resultado de [13.39] en la expresion [13.40] se obtiene:
_¥ _Gor [13.41]
dr

El segundo miembro de la igualdad [13.41] corresponde al valor de la tensién tangencial
en un perfil circular debido a un momento torsor; luego la pendiente radial de la deformada
de la ldmina corresponde al valor de la tension tangencial debida al momento torsor. El

dw . . . .
valor m es la pendiente maxima de la membrana en contraposiciéon con la pendiente
r

circunferencial, que es nula. Asi se ha demostrado la condiciéon b) para membranas
circulares. A continuacion se va a probar la condicién c), también para perfiles circulares.
Para calcular el volumen encerrado por la membrana y el plano horizontal se calculara
primero la cota de la deformada integrando la expresién [13.41].

' 27 2_ 2
w(r)=- _[Gerdr --GoL-| =geR I [13.42]
J 2 | 2

y posteriormente hay que integrar la cota w(r) a lo largo de toda la proyeccién horizontal de
la membrana:

R R
V= j 2nrwdr = nGO J‘(R2 - r*Jrdr = -;—GBIP = %L [13.43]
0 0

Donde hemos usado [12.5]. Queda demostrado que el volumen encerrado por la membrana
y el plano horizontal es equivalente a la mitad del momento torsor.

Para otros tipos de seccion es ficil de imaginar la forma de la superficie deformada y por
tanto las propiedades cualitativas de la distribucién de tensiones tangenciales debidas a un
momento torsor. Por ejemplo en una seccion rectangular las lineas de nivel de la deformada
de la membrana presentan la forma representada en la figura 13.25 y las tensiones
tangenciales seran tangentes a estas lineas de nivel. Ademas cuanto mas cerca del borde de
la seccion mayor sera la pendiente radial de la deformada y por tanto mayor sera la tension
tangencial. En los extremos mayores la pendiente es mayor al haber una variacion de la
deformada en un espacio mas pequefio que en el lado menor por esto la tension tangencial
alcanza el valor maximo de tensién en la mitad del lado mayor, como se dijo en el apartado
12.5.
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Figura 13.25. Curvas de nivel en una membrana rectangular.

Si el perfil es rectangular, pero con una dimensién mucho mayor que la otra, las curvas de
nivel tendran la misma forma; pero debido a la singular geometria seran lineas
practicamente rectas y paralelas a la dimension mayor figura 13.26.a.

Las curvas de nivel de la deformada de la membrana da una idea de la direccién de las
tensiones tangenciales, figura 13.26.b. El sentido de las tensiones tangenciales viene
determinado por el cambio de pendiente de la deformada, como se ve en la figura 13.26.a.
Este resultado va a ser fundamental a la hora de estudiar la torsion en perfiles de pared
delgada abiertos.

=5

A
(a) (b)

Figura 13.26. Rectdngulo con una dimension mucho menor que la otra: curvas de nivel de la
deformada de la membrana a) y tension tangencial en torsion b).

Un perfil de pared delgada abierto es un rectdngulo con una dimension mucho mayor que la

otra, en el que la linea media puede no ser recta, o una serie de rectangulos de este tipo,
figura 13.27.a. y 13.27.b. respectivamente.

(a) (b)

Figura 13.27. Perfiles de pared delgada abiertos: a) formados por un sélo
rectdngulo de linea media no recta y b)formado por varios rectangulos.
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En cuanto a los perfiles de pared delgada cerrados, la deformada de la membrana es
totalmente distinta. Una comparacién entre perfiles abiertos y cerrados se hard mas
adelante.

En general, los perfiles abiertos trabajan mucho peor a torsién que los perfiles cerrados de
similares caracteristicas; esto es, frente al mismo momento torsor presentan mayores
tensiones tangenciales y giros. Este resultado se puede deducir ficilmente mediante la
analogia de la membrana. Asi, si se compara el mismo perfil abierto y cerrado, sometidos al
mismo momento torsor, su distribucién de tensiones tangenciales seria la mostrada en la
figura 13.28.

i T

Figura 13.28. Distribucion cualitativa de tensiones segun la analogia de la
membrana para a) perfiles abiertos y b) perfiles cerrados con forma idéntica.

En el perfil abierto, las tensiones tangenciales a lo largo del espesor cambian de sentido, y
en el perfil cerrado, son del mismo sentido. Esto hace que el brazo de la tensién en perfiles
abiertos, del orden del espesor, sea mas pequeiia que en los perfiles cerrados, del orden de la
dimension caracteristica de la seccion. La razén de esto se desprende de la analogia de la
membrana: en la misma figura se representa también el perfil de la membrana; en el perfil
abierto se produce un cambio de pendiente de la deformada a lo largo del espesor y en el
perfil cerrado la pendiente de la deformada es practicamente constante a lo largo del
espesor.

La diferencia de brazo de un perfil a otro produce, en los perfiles abiertos, tensiones
tangenciales mayores que en los perfiles cerrados. Para entender esto se va a hacer un
analisis cualitativo del momento torsor en ambos perfiles. Se va a suponer dos perfiles
exactamente iguales uno cerrado y otro que presenta una pequefia apertura que obliga a
considerarlo como perfil abierto, ambos sometidos al mismo momento torsor M,

En los perfiles abiertos el momento sera del orden de magnitud de la fuerza total por el

brazo, que como ya se ha indicado es del orden de magnitud del espesor, e. A su vez la
fuerza sera la tension caracteristica por el area.

M, ~1, Ae [13.44]

De donde se deduce el orden de magnitud de la tensién tangencial es:
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-~ [13.45]
Ae

En los perfiles cerrados el brazo es del orden de magnitud de la dimensidn caracteristica de
la seccidn, h, con lo que el orden de magnitud del momento es:

M,~1,Ah [13.46]
Y el de la tensidn tangencial:
M
T, MK;T [13.47)
La relacion entre ambas tensiones es:
My
:_:.._%:_%«1 [13.48]
Ae

De la relacion [13.48] se deduce que la tensidn tangencial en perfiles cerrados es mucho
menor que en perfiles abiertos: los perfiles cerrados trabajan mejor a torsion.

13.6. PERFILES ABIERTOS Y CERRADOS SOMETIDOS A TORSION LIBRE.

Se va a distinguir entre perfiles que se pueden considerar formados por un rectangulo y
perfiles formados por varios rectangulos, distincién que se hizo en la figura 13.26.

Perfil abierto formado por un solo rectangulo

Este resultado es independiente de cémo sea la linea media: recta o curva. Se trata de un
rectdngulo de dimensiones exS con e/S — oo al ser el espesor mucho menor que la
dimension caracteristica de la seccion. Segun se vio en la seccion 12.5 la tensién tangencial
maxima en un rectingulo de pequefio espesor, considerando que el valor de o de la tabla
12.1 es 1/3, es:

3M,

=— [13.49]

Se?

Aunque la expresién anterior es la tensién tangencial maxima del perfil, correspondiente al

punto medio del lado mayor, de la analogia de la membrana se puede deducir que la tensién

tangencial es practicamente constante y su valor serd el que se muestra en la expresion
[13.49].
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En cuanto al giro por unidad de longitud, 6, también en la seccion 12.5 se vio que, con un
valor de B = 1/3, su expresion es:

_ 3M!
Se’G

6 [13.50]

Perfil abierto formado por varios rectangulos.
Son perfiles del tipo representado en la figura 13.27.b.

En un perfil de este tipo sometido a un momento torsor, M,, éste se reparte entre los
rectangulos:

M =M, +M +. .M "= M, [13.51]
siendo M, el momento torsor que absorbe el recténgulo i. El giro es una caracteristica de la

seccion siendo comun a todos los rectangulos, en cada rectangulo se verificara la expresion
[13.50]:

3
M, = S G0 [13.52]
3
Teniendo en cuenta [13.50] y [13.51] se llega a:
" Se;’GO
M[ = Z ivi
- 3
Con lo que se tiene la expresion del giro por unidad de longitud:
o =—M [13.53]

GiSieil

i=1

Para obtener la tensién en cada rectangulo se puede hacer uso de la expresion [13.49], en la
que se obtuvo la tension tangencial para un perfil abierto formado por un solo rectangulo, a
la que se le afiade [13.52] y de la [13.53]

i 3 )
=§__M_:2= 32 Sie; G9=eigg=_3°nlc'i
i€ S;e 3 GZS-e\a

i=l

T

Quedando una tensién tangencial en cada rectdngulo de:
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Y F, =0= —1,,(s,)e(s, )dx + 1, (s, Je(s, )dx = 0 =
Tn(sl)e(sl) = Tu(sz)e(SZ) = Q(S) =cte [13'55]

Para obtener este flujo constante se tiene en cuenta que el momento resultante segln el eje
OX de este flujo es el momento torsor:

M, = [q-rds=q [rds = q(s)2A" = 2t(s)e(s)A"

En la expresion anterior A" representa la superficie encerrada por la linea media del perfil,
de esta expresion se deduce que la tension tangencial debida al momento torsor es:

M,
t(s) = 2eOA" [13.56]

Para obtener el desplazamiento hay que recurrir al concepto de energia, este concepto se
desarrollara en el tema siguiente; pero se puede adelantar que la energia potencial debida a
las tensiones, en este caso tangenciales, es igual al trabajo externo provocado por el
momento torsor sobre la seccion, que sera el momento por el giro por unidad de longitud,
pues se estd calculando trabajo por unidad de longitud.

% j ()Y (s)dA = %M,B

A

Si, ademas de la igualdad anterior, se tiene en cuenta que el diferencial de area es dA =
e(s)ds, la ley de Hooke para tensiones tangenciales t(s) = Gy(s) y la expresion que relaciona
las tensiones tangenciales con el momento torsor, [13.56], se deduce que:

M;

———ds=M,6
4GA “e(s)
s

Con lo que el giro por unidad de longitud queda:

_ M ds
4GA™? Je(s)
]

[13.57)

A continuacion se van a calcular algunas tensiones tangenciales y giros en perfiles de pared
delgada debido al momento torsor.
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M,
T, _ 2mre’ r
Doo2me 3l
tc Mt " >>
2enr’
M, 2
8, _2nre’G (r)
4= =3 -] >>1
0, M, e
2enr’G

Perfil rectangular abierto
Se trata de calcular las tensiones tangenciales y los giros del perfil de la figura 13.32.a, que

es un perfil abierto formado por varios rectangulos, por tanto las tensiones se calcularan a
partir de la expresion [13.54] y el giro por unidad de volumen a partir de la expresion

[13.53].

.
S
e 2e
L/
3 wide | 20e
e - R
C10e
(a) (b)

Figura 13.32. Perfil rectangular de pared delgada abierto, (a), y cerrado, (b).

(4]

3eM 3e M 24 e
T = nl t  — it 3 = ;Ml
, ; ) e y 1415
z:Saea 1125e-¢’ +1125e-¢” +19¢-( = +19e-(2¢)

i=1

La tension tangencial maxima se obtiene en el rectdngulo de mayor espesor:

. _24-2eM, _ 48M,
™ 1415¢* 1415€°

En cuanto al giro:

_24M,
1415Ge*

o= M,
GZS,-EI-3

i=1
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Perfil rectangular cerrado
Se estudiara el perfil de la figura 13.32.b. para el cual se utilizaran las mismas férmulas que
previamente se habian utilizado para el perfil circular cerrado.

o M _ M, _2M,
' 2e(s)A”  2e;(l0e+e/4+e)(20e—e/2-e/2) 855¢%e

La tension méaxima se produce en el rectangulo en el que el espesor es minimo:

Lo 2M_4M,
™ 855(e/2)e? 85S¢’

El giro por unidad de longitud es:

M, [ds M, (45& 45 19 193]_280 M,

= — = — e — b —_—t | = —
4GA™ Je(s) (355 2)2 4e 4de e/2 2e/ 855 Ge*
s 4G| —e
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_1. IS,’(Z)
2
2 JGL," Jb,(y)
La energia potencial de deformacién cuya expresion viene manifestada en [14.17] es
producida por las fuerzas externas, al transformarse el trabajo producido por éstas, [14.3],

en energia potencial de deformacion. Si se dispone de un sistema de barras la energia
potencial del sistema sera la suma de la energia potencial de cada barra:

L
j M i (14.17]
GI,

0

Nli—-

i=n

E,=) E, [14.18]

El conocimiento de la energia de un sistema, ademas de su interés intrinseco, proporciona
una ventaja adicional: permite aplicar una serie de teoremas, que se suelen denominar
“teoremas energéticos” al hacer uso del concepto de energia y que van a facilitar la
resolucion del problema elastico, en general, y de las estructuras de barras, en particular.
Los teoremas energéticos que se van a desarrollar en el actual capitulo seran los teoremas de
reciprocidad, el principio de los trabajos virtuales y el teorema de Castigliano.

14.4. TEOREMA DE RECIPROCIDAD O DE BETTI

Antes de definir el teorema de reciprocidad se van a considerar dos estados para un mismo
sélido, el estado (a) de la figura 14.3, en el que se aplican las fuerzas F; en los puntos A, y el
estado (b) de la figura 14.3 en el que se han aplicado una serie de fuerzas FJ , en los Jpuntos
B;. Sean &,; y dg; los desplazamientos en los puntos A; y B;, para el estado (a) y Sai Y SBJ
los desplazamientos en los puntos A; y B;, para el estado (b)

(a) (b)

Figura 14.3. Sélido eldstico que se ha sometido a dos sistemas de cargas distintos: (a) y (b).

El teorema de reciprocidad dice: E! trabajo correspondiente a las fuerzas del estado (a)
para los desplazamientos del estado (b) es igual al trabajo producido por las fuerzas del
estado (b) sobre los desplazamientos del estado (a). En este caso cuando se habla de trabajo
no es un trabajo real.
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Para demostrar este teorema se va a considerar el cardcter potencial de la energia de
deformacion. Asi supéngase que se aplican primero las fuerzas del estado (a) para, a
continuacion, aplicarse las del estado (b), al aplicarse primero las fuerzas del estado (a), el
trabajo producido por estas fuerzas es:

é.}:f:m 3, [14.19]

En la expresion anterior se ha tenido en cuenta el caricter vectorial de fuerzas y
desplazamientos.

Al aplicarse las fuerzas F’, éstas producen trabajo sobre los puntos B;:
1 = ¢ o
EZFB,, 8y, [14.20]

Pero las fuerzas F también producen trabajo sobre los nuevos desplazamientos, aunque al
no estar estos desplazamientos provocados por aquéllas no les afecta el coeficiente 1/2, hay
que tener en cuenta que en este caso la relacion fuerza desplazamiento no sigue la linealidad
como en la figura 14.2. Al ser la fuerza constante durante el desplazamiento el trabajo que
se produce es igual al area del rectangulo de la figura 14.4.

Fat

[
SR

g

NE

Figura 14.4: Fuerza frente a desplazamiento con fuerza constante.

Y Fyda (14.21]

Para obtener el trabajo total de todas las fuerzas se sumaran las cantidades expresadas en
[14.19], [14.20] y [14.21]:

YE 8y + ) B8, (14.22]

Ahora supdngase que se llega al mismo estado de cargas pero invirtiendo el orden de*
aplicacion de las mismas: primero se aplican las fuerzas F y luego las fuerzas F, si se sigue
un razonamiento andlogo al anterior el trabajo producido por estas cargas es:

1 - - l - & = = * o
wu=EZFAi'5Ai+EZFBJ By +ZFBJ By [14.23]
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0=-— Pab(L +b) [14.27]
6EI L
La aplicacion del teorema de reciprocidad implicaria:
P85 =M"8 [14.28]

Sustituyendo el valor de 6 en [14.28] como el obtenido de [14.27] se puede despejar el valor
del desplazamiento:

5+ _ _ Mab(L+b) (1429
6ELL

A } B M C
& b Lﬁ & @

(a) (b)

Figura 14.5. Viga biapoyada sometida a fuerza puntual (a) y a momento en su extremo (b).

14.5. PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

El principio de los trabajos virtuales establece que la condicién necesaria y suficiente para
que un sistema esté en equilibrio es que el trabajo producido por las fuerzas externas sobre
cualquier campo de desplazamientos virtual compatible con las condiones de contorno, W,
sea igual al trabajo producido por los esfuerzos sobre unas deformaciones que van a ser
compatibles con el campo de desplazamiento anterior, W,

W.=W, [14.30]

En los problemas de Mecanica Racional en los que se estudian solidos rigidos el trabajo
interno es cero y la expresion anterior se reduce a:

W,.=0

Para demostrar este teorema se va a utilizar la expresion [14.26] que nos facilité el teorema
de reciprocidad para las barras y se van a considerar las relaciones que, para cada tipo de
solicitacion, se han establecido entre las fuerzas externas y los esfuerzos. Se comenzara, en
principio, con el ésfuerzo axil:
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dN

=4

dx

Se va desarrollar la integral:
L L N
j‘qxﬁ;dx =- _[——a;dx
dx
0 0

mediante una integracién por partes, en la que se van a hacer los cambios de variables
siguientes:

dN

—dx=dv=>N=v |L L . L .
dx dso 3—N5;dx= NG;]]O- - J.Nﬁdx%" F!LB:L +Fx06:0 _-J'NN dx
8, =u=>—2dx=du|} X 0 dx 0 EA

dx

En la igualdad anterior se ha tenido en cuenta que el esfuerzo axil en el extremo de la barra
coincide con las fuerzas en los extremos, salvo el signo. Asimismo se ha considerado la

definicién de deformacién, %: £., la ley de Hooke, €, =
X

X

(; , ¥ la expresiéon de la

tensién en funcién del esfuerzo axil, o, = —;i

L L .

-[qXS:dx+ZF“8:,. = J‘NN dl [14.31)
EA

0 0

En la expresion anterior se pone el subindice 1 a las fuerzas puntuales para incluir tanto las

fuerzas puntuales en los extremos como las situadas en un punto interno.

A continuacién se va a proceder igual con el momento flector. Por comodidad se va a
considerar que la seccion es simétrica y sélo se va a demostrar para M,, siendo analoga la
demostracién para M,. La relacion entre esfuerzo y fuerza es:

d’M, Y

de q)‘

Se desarrollara la igualdad:

dv,
“ En esta expresion se han tenido en cuenta, al mismo tiempo, las relaciones ?" =-q, Y
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N'N

']-M,M; . J-M M;

Fa Ot I El, GI,

L L
- jq,a;dx + J‘ q,a;dx Ldx Y [14.35)]
0 0

En la demostracion anterior no se han considerado los términos debidos a los esfuerzos
cortantes porque, en la mayoria de los casos, son despreciables.

Si en lugar de una barra se estudia un sistema de N barras se puede aplicar la expresion
anterior, pero aplicando un sumatorio para todas las barras.

Z xi~ xi +ZF 6:: +Z ;+ZM:icpi.+ZMyie;i +2Mﬂe:i +
N L
Z Iq 5% dx- Z Iq 5+ Y Iqla;dx=

=1 g =1 o =l o
M NN N YoM M N oMM N M ME
-y I————dx+ g+ Y I#dx+z J.;dx [14.36]
L JEA. EIL ~JEL ) G1.
=1 o I | 0 N =1 9 1y j=1 ¢ P

En la expresion anterior no se pone dos sumatorios a la expresion del trabajo producido por
las fuerzas y los momentos puntuales porque con un solo sumatorio se consideran las
fuerzas y momentos que actian en todo el sistema. La expresion [14.36] recibe el nombre
de principio de los desplazamientos virtuales porque representa el trabajo que las fuerzas
reales realizan sobre un campo de desplazamiento virtual. Existe un teorema dual al anterior
que recibe el nombre de principio de las fuerzas virtuales y que establece que la condicion
necesaria y suficiente para que un sistema esté en equilibrio es que el trabajo producido
por cualquier sistema de fuerzas en equilibrio que solicite al sistema sobre el campo de
desplazamientos reales es igual al trabajo producido por los esfuerzos internos que genera
estas fuerzas virtuales sobre las deformaciones reales. Este teorema viene expresado en la
expresion [14.37] y su demostracion es andloga a la que se utilizé para obtener [14.36].
Ambos teoremas se pueden enunciar bajo el epigrafe de principio de los trabajos virtuales.

N
S Fbut D Fd+ Y Fid+ D Myp, + 2 M8, +> M6, +Z Iq 8, dx +

=l o
Li N'N N L M‘M
—_—dx 4 y v
qu,a dx+z J‘qzﬁ dx= IEIA'dx ZI I dx +

j=1 =l ¢ P | j=1 o n

M'M N MM
+Z J‘—‘ldx+z I—-‘—'—dx [14.37)

E[, )Gl
0 j=t o P

Y Puede parecer que la expresion anterior no considera las fuerzas y los momentos puntuales aplicados en un
punto que no sea un extremo de la barra, pero eso no ocurre asi si la integracion se efectiia a un lado y a otro
de la fuerza o del momento puntual.
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Barra | Longitud | N° [N'[ N M M M
1 L 0 Jo0] 0 Px x Px + Xgx
0<x<L: PL O<x<L: PL+XgL
2 aL 0 | 1] X | pexeal:P@Lx) L | L<x<aL: PEL-x)* XgL
3 L P o] P 0 Lx Xa(Lx)

Tabla 14.1. Tabla de esfuerzos reales y ficticios del poértico de la figura 14.10.

Por ultimo se aplica compatibilidad en la direccién de la incégnita liberada, esto es, se
impone que en B el desplazamiento horizontal, que se va a obtener mediante el principio de
las fuerzas virtuales, es nulo. Hay que tener presente que aqui los esfuerzos reales vienen
dados por §l4.39] y los esfuerzos ficticios son los que se representaron en esta expresion
mediante E'.

2L L
1 1
8.p =EJXB-Idx+~EI- J.(Px+xax)-xdx+
1 L 2L
Yo I[PL+XBL]de+ I[P(2L—x)+XBL]de =0
0 L

De la expresion anterior se obtiene:

___1IPLA
5 121+14L°A

El signo negativo de la expresién indica que la reaccion tiene sentido contrario al que se
habia supuesto. En la deduccién del principio de los trabajos virtuales se habia supuesto
despreciable la deformacién debida al esfuerzo cortante frente a la deformacién debida a los
otros esfuerzos. En este tipo de problemas, suele ser despreciable, incluso, la deformacién
debida al esfuerzo axil, con esta aproximacion la incognita hiperestatica seria:

11
X,=-—P
514

Si se tuvieran dos incégnitas hiperestaticas, por ejemplo si se sustituye el apoyo B por un
empotramiento, habria que liberar las dos, con lo que aparecerian las incognitas, Xg y Mg
de la figura 14.12.a, se descompondra, por tanto, el problema en tres; los dos primeros ya
han sido calculados y queda por determinar los esfuerzos del tercero que, al igual que se
hizo antes se resolvera para la unidad: My =1. Estos esfuerzos vienen determinados en la
figura 14.13 y la tabla completa de esfuerzos es la tabla 14.3.
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P
P I =p P + +
Xn Xa
Mg - Ms
(@) (b) (e (d)
Figura 14.12. Descomposicion de un problema con dos hiperestaticas en tres isostdticos.

1/2L 1/2L gian 1/2L —

! 0 o
(a) (b) (c)
Figura 14.13. Diagramas de esfuerzos ficticios, debidos a My =1: a) axiles, b) cortantes, c) flectores.
Barra | Long. [ N’ [N'| N’ N M M [ M M
1| |olol-L My Px x| o Px + Xpx
2L 2L

0<x<L:

Ok | PL+XBL+%B— x
2 2L o |1] 0 Xp Lexaor: | L |30 Ley<al
P(2L-x
( ) P(2L-x)+ X.;L+ﬂ b
2L
3 L PO ?ll: _(”_“B;L"E} 0 Lx| 1 Xp(L-x)+Mp

Tabla 14.3. Tabla de esfuerzos reales y ficticios del portico de la figura 14.12,

Para determinar las dos incognitas hiperestaticas se calculan los desplazamientos en la
direccion de las mismas y se igualan a cero:

[

2L L
1 1 1
6,B=E}-\-!XB-ldx+E (Px+XBx)-xdx+E (L-x)[Mp +Xa(L-x)]-xdx
L

1 M, . M,
+—| |[|PL+X,L+—2x|Ldx+ | |P(2L-x)+X,L+—2x |Ldx [=0
El 2L 2L

(=3
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L L L
05 = J__M_;_dx_'_."( ! ] I(ZP——h)dx +i _ﬂ:PL+XBL+&x]—x—dx
EA : 2L 2L ; 2L/ 2 L El : 2L J2L
2L

1

L
X 1
Yo P(2L-x)+ X, L+—x] X+o [Xa(L-x)+M,Jdx =0
L

2L J2L

De las expresiones anteriores se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
Xg y Mg:

(Lgﬁ}x 3L, _ 1Pl (3617 + 6AIL? +43A7L')L
EA 3EI)"" 2Bl ° 6 EI B = 3617 + 168AIL + T9ALY
E) o +( 1 +£) P 7PL < (1201 +157AL )AL

261 ° \2BA " 3EL) ° T 2BA 12 BI )T 7214 336AIL + 1S8A'L

Una vez obtenidas las incdgnitas hlperestatlcas ?uedan completamente determmados los
esfuerzos mediante las expresiones N = N’ + XgN'+ MpN" y M = M® + XgM' + MpM". Al
ser las incognitas fuerzas y aplicarse condiciones de compatibilidad, este método de calculo
es un metodo de compatibilidad.

14.6. PRINCIPIO DE CASTIGLIANO

Este teorema, al igual que los anteriores, se utiliza para el calculo de desplazamientos y para
el calculo de incégnitas hiperestaticas. Se basa en el principio de minima energia y se puede
enunciar: el desplazamiento generalizado de cualquier punto de un solido segun una
direccion puede determinarse como la derivada parcial de la energia potencial total del
solido segin la fuerza generalizada que actua en el punto en cuestion y segun la direccion
indicada. Asi, para el portico de la figura 14.14 el desplazamiento en el punto A, segin la
direccion mostrada sera:

8, = % [14.40)
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Figura 14.15. Barra acodada tridimensional.

Lo primero que hay que determinar son los esfuerzos, que vienen representados en la figura
14.16. No se han representado los esfuerzos cortantes, pues se va a considerar despreciable
su influencia en el cédlculo de desplazamientos. Obsérvese que se han representado los
momentos flectores en los planos perpendiculares a su eje. Asi el momento flector al que
estd sometida la barra 1 es un momento M,, luego se representa en un plano perpendicular
al eje OX: el plano OYZ. Ademas se representa el diagrama en la parte traccionada de la
barra, que, fijese, es lo mismo que se hace en flexion plana.

M, = Px

Figura 14.16: Diagramas de
esfuerzos de la barra de la
figura 14.15.

El momento torsor no se ha representado, al no poderse
representar segun un plano perpendicular a la barra. Por
ello se ha puesto su valor numérico. Al momento torsor
de la barra 2 se le ha dado un valor negativo porque se
considera momento torsor positivo si sale de la barra y
en este caso entra. En cuanto al valor numérico de los
momento flectores, lo primero que hay que fijar es el
sentido de la coordenada axial x, que se considera que en
las dos barras va hacia el empotramiento, como se
muestra en la figura 14.16. En cuanto al signo del flector
se mirara la barra siguiendo la direccion de la x y de
izquierda a derecha, si el momento flector queda abajo
es positivo y si queda arriba negativo, al igual también
que se hace en flexion plana.

Es importante observar que en la union de dos barras debe haber continuidad en los
momentos, asi el momento flector de la barra 1, en la unién de ambas barras, toma el valor:
M, = PL,, que es, justamente el valor del momento torsor de la barra 2; los signos no tienen
por qué coincidir. Con todo esto, la energia potencial total que encierra la barra es:

o

I(Px) axs LPL)

El 2 GI,
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donde a; seria el axil que tiene la barra i cuando la carga P; = 1 y las cargas restantes son
nulas.

Teniendo presente la expresion anterior podemos escribir:

N,

a;
op,

Si denotamos por un asterisco (*) los esfuerzos de esos estados de cargas ficticias en que
una de las cargas vale 1 siendo cero las restantes, se puede poner la expresion [14.42] como:

N (L . L . L . b *
N M, M, M, M;
59= NIN, dx + I A g+ leMzt dx + J.Mll_h{[ldx [14.43]
Z : EA, : E[lL, : ElL, : G,

donde la carga que vale la unidad es la que aparece en el subindice de . La expresion
anterior es similar a la expresion [14.37].

Desplazamiento de un punto en una direccién en la que no hay carga aplicada

Para obtener el desplazamiento en un punto y en una direccion cualquiera se supone una
fuerza unidad en ese punto y en esa direccion y se calculan los esfuerzos, que seran los
esfuerzos * que aparecen en la expresion [14.43]. Por ejemplo se va a calcular el
desplazamiento del punto donde estd aplicada la carga P, pero en otra direccién, por
ejemplo segiin OX. Para hallar el desplazamiento segun el eje Ox se debe aplicar la formula
[14.43], siendo los esfuerzos reales los de la figura 14.16 y los ficticios los de la figura
14.17.b.

AL?-_
M, =Px

(a) (b)

Figura 14.17. Fuerza ficticia en la direccion del eje OX, (a), y esfuerzos debidos a ella, (b).

En la expresion [4.43] se ve que los esfuerzos reales se multiplican por los ficticios
correspondientes, obsérvese que mientras que los momentos reales, figura 14.16, sélo tienen
momento segun el eje OX y segtin el eje OY, los esfuerzos ficticios son momentos segun el
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Capitulo 15

INESTABILIDAD DE BARRAS PRISMATICAS:
PANDEO

15.1. INTRODUCCION

Este capitulo viene en algunos textos bajo el epigrafe de compresion excéntrica en piezas
esbeitas estando incluido en el capitulo 9. En estos apuntes se ha preferido, sin embargo,
considerar un capitulo para tratar el problema del pandeo. La razén que ha motivado esta
decision es que, en el fenémeno del pandeo, no se pueden considerar las hipdtesis que se
habian considerado en los capitulos anteriores de la Resistencia de Materiales; esto es, no se
conserva la linealidad entre fuerza y desplazamiento y no se puede admitir la hipétesis de
pequefias deformaciones, por estos dos motivos no se puede aplicar el principio de
superposicién. Ademas se hard un estudio del pandeo por encima de los limites de la
elasticidad.

Una vez justificada la existencia de un capitulo especifico para estudiar el pandeo habria
que describirlo. Aunque los fendmenos que se van a estudiar pueden darse en todas las
barras, se ponen especialmente de manifiesto en las barras esbeltas en las que la relacién
entre la dimensidn caracteristica de la seccion transversal y la longitud es una cantidad muy
pequefia.

Hasta ahora se ha admitido que la compresion provoca un acortamiento de la barra y la
flexion una deformacion transversal de la misma estando ambos efectos desacoplados. Pues
bien el pandeo consiste en un desplazamiento transversal de la barra debido a la accion de
una fuerza de compresion. El hecho de que se produzca un desplazamiento transversal
debido a un esfuerzo axial es otro factor que hace que este capitulo sea tan especial. Esto
sucede especialmente en las barras esbeltas y, en la practica, hay que tener especial cuidado
con las barras de las estructuras trianguladas que estin sometidas a compresion, en los
pilares de los edificios y en los arcos.

El pandeo se produce a partir de un determinado valor de la carga de compresion, carga
critica, y es un fenémeno inestable.
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de ambos ejes: por ejemplo perfiles redondos, cuadrados, etc. segliin se muestra en la
figura 15.16. Perfiles en doble T, en U etc. solo son recomendables cuando esta
restringido el pandeo en la direccién en la que el radio de giro es menor. Sin embargo si
se quiere disponer de un perfil en doble T siempre es preferible usar un perfil H, que
tiene las alas de mayor longitud, a un I, porque el perfil H al tener su seccién el mismo
alto que ancho tiene momentos de inercia similares en ambas direcciones.

Figura 15.16. Perfiles idéneos para pandeo.
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